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A Bologna si & tenuto il giorno 14 aprile 1997 il Convegno Nazionale “GEOMETRIA, tradizione
e rinnovamento” nella Sala Conve?ni del C.N.R. Area della Ricerca di Bologna, organizzato
dall” IRRSAE-ER. Sono intervenuti relatori da varie universitd italiane che hanno illustrato lo stato

attuale dell’insegnamento della geometria.ln questo numero speciale del bollettino presentiamo
la seconda parte dell'intervento del prof. Benedetto Scimemi dell’'Universita di Padova e I'inter-
vento del Prof. Mario Barra dell’'Universita La Sapienza di Roma.

Geometria del quadrilatero
parabola quadritangente,
punti e cerchio di Miquel.

di Benedetto Scimemi
Universita di Padova

uesta € la seconda puntata di un articolo pubbli-

cato nell'ultimo numero di questo giornale [3],
al quale occorrera riferirsi per le notazioni e per i teore-
mi che useremo. Anche qui si consiglia, prima di leg-
gere il testo, di osservare le figure e considerare i prp-
blemi delle didascalie. Costruendosi con CABRI il
materiale sperimentale, il lettore potra congetturare |e
risposte e cimentarsi a produrre da sé le dimostrazioni .
L'ultimo teorema di [3] riguardava le parabole tangenti
a tre rette; quel risultato va confrontato con una situa-
zione piu familiare: i cerchi tangenti a tre rette assegna-
te sono quattro (I'incerchio e i tre excerchi), le parabole
tangenti a tre rette sono invece infinite.
Consideriamo ora il problema di trovare parabole tan-

genti a quattro rette assegnate, siano a, b, ¢, d. Per

incominciare, si possono utilizzare i risultati precedenti
([3],p-19), ignorare provvisoriamente la retta d e consj-
derare le parabole che hanndubcoF sul cerchio €
circoscritto al triangolo ddi lati a, b, ¢c. Con il CABRI,
per esempio, una volta costruita Csi potra usare il
comandagpunto su un oggettoper scegliere F sud«CSi

tracceranno poi i punti'F, F, simmetrici di F rispet-
to alle prime tre rette, e si trovera umdta che li con-
tiene, ladirettrice. A questo punto la parabola tangente
alle tre rette a, b, ¢ €& facile da costruire, o ctumgo

(CABRI 1) o comeconica(CABRI 1l). Restando anco-
ra libera la scelta di F susGsi potra spostare F su C

facendo in modo che la parabola tocchi anche la quarta

retta d. Questo esperimento peraltro richiede CABR
II, perché nella vecchia versioneliiogo parabola, una
volta ottenuto, non si pud modificare direttamente cam

biando F. Come vedremo, le considerazioni che seguo-

no risolvono il problema evitando questa difficolta.

QUATTRO RIFLESSIONI E UNA PARABOLA
Come in [3], spostiamo l'attenzione sulle riflessioni, e
dimostriamo un risultato che si collega a quelli ch
riguardano la retta dimson

D

TEOREMA. C’€ un unico punto del piano che viene
riflesso da quattro rette (a due a due non parallele) su
punti allineati. C’e un’unica retta del piano che viene
riflessa da quattro rette (a due a due non parallele) su
rette concorrenti.

Dimostrazione: Siano a, b, ¢, d le quattro rette. Si
indichino con Til triangolo che ha per lati le rette b, c,
d, con 5 quello che ha per lati a, c, d ecc. | relativi
circocerchi G G si incontrano nell’intersezione di ¢
con d e dunque anche in un altro punto F. | punti
riflessi If, F, F' sono allineati (cfr. [3],p.18), anche i
punti riflessi F, F,F sono allineati, F diverso da Fe
dunque i quattro punti’FF, F, F stanno su una stessa
retta h . Viceversa, se un punto F viene riflesso da quat-
tro rette su punti allineati, F appartiene ai quattro circo-
cerchi dei triangoli T Ts, T, Ta (ibid.).
Simmetricamente, le 4 riflessioni mandano la retta h in
altrettante rette cui appartiene F. Anzi, h & l'unica retta
con questa proprieta, perché deve passare per gli orto-
centri dei triangoli T, T», Te, Ta (ibid.), che non possono
coincidere.

Pb

Pd

Pc a

Pa

Fig. 1 Siano assegnate 4 rette. Esiste un punto che viene
riflesso dalle 4 rette su punti allineati ? Esiste una retta
che viene riflessa dalle 4 rette su rette concorrenti?

Poiche le tangenti a una parabola riflettono il fuoco
sulla direttrice (cfr.[3],p.19), come immediata conse-
guenza si ha:



TEOREMA. Assegnate quattro rette, a due a due non
parallele, esiste una e una sola parabola ad esse tan-
gente.
Dimostrazione Siano a, b, ¢, d le quattro rette e sia F
il punto che (teorema precedente) viene portato dalle
riflessioni sulla retta h. Allora F é fuoco della parabg
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trice h , cui appartengono i punti riflessi,W1’, M°, M',
devono esserci anche gli ortocentd, Hs, Hc, Ha dei
triangoli T, Ts, Te, Ta.

4 Chi sperimenta questa situazione con il CABRI non pud

evitare di veder comparire nel disegno anche i centri O

la che ha h come direttrice ed é tangente alle quattro O», O, O« dei quattro circocerchi, e allora un’altra con-
rette. Viceversa, se una parabola é tangente alle quattro gettura salta subito all'occhio. Per provare il teorema

rette a, b, ¢, d , il suo fuoco F appartiene ai quattro cir
cocerchi dei triangoli  To, Te, T« € dunque si tratta
della parabola costruita come sopra.

QUADRILATERI COMPLETI

Un quadrilatero (completo) € un insieme di quattro rette,
siano a, b, ¢, d, non parallele a due a due. Scelta una
queste rette, sia a, le altre tre sono i lati di un triangolo
T.. Dal quadrilatero si ottengono cosi 4 triangoli, Tt ,
Te, T, di cui ci interessano i “punti notevoli”.

relativo, prenderemo un punto di vista molto diverso,
che illustra un ulteriore modo di utilizzarettasforma-
zioni geometriche

SIMILITUDINI PARI

Unasimilitudinepari (aliasdiretta) del piano € una tra-

di sformazione PP’ dei punti del piano in s&, che con-

serva gli angoli orientati tra rette: [A, B, C] = [A, B,
C’] per ogni scelta dei punti A, B, C (per questa nozio-
ne, cfr.[3].

Fig. 2 Assegnate quattro rette, si considerino i triangoli
che le hanno come lati, a tre a tre. Che cosa si nota dei
loro circocerchi ? come sono disposti gli ortocentri ? e i
circocentri?

| risultati sopra ottenuti si possono rileggere senza
nominare né parabole né riflessioni (il primo enunciato
ein[2], p.41):

TEOREMA . | circocerchi dei triangoli che hanno per
lati tre dei quattro lati di un quadrilatero si incontrano
in un punto (detto punto di Miquel del quadrilatero). |
loro quattro ortocentri sono allineati.

Dimostrazione il punto di Miquel M € il fuoco della
parabola sopra individuata. Come si € visto, sulla diret

E’ noto (cfr. [1] oppure [2], p. 37 ) che, assegnati due
segmenti orientati non nulli, siano AB, AB’, esiste
un’unica similitudine pari che trasporta I'uno nell’altrp:
AOA, BOB'. Tra le similitudini pari, quelle isometri:
che sono o traslazioni (che spostano tutti i punti) o r
zioni (che possiedono un unico punto fisst
Dimostriamo costruttivamente che ogni altra similitut
ne pari ha un punto fisso, che si diracdntrodella
similitudine:
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Fig. 3 Qual é il punto fisso per la similitudine che
manda Ve in VaVoa ? € per quella che mandaacVis
in VocVoa ?

TEOREMA (cfr. [1] o [2], p.40).0Ogni similitudine
pari che non sia una traslazione ha un unico punto
fisso.

Dimostrazione Sia FJP’ una similitudine positiva.
Si considerino due punti distinti A, B e le loro immagi-
ni A, B’. Se le rette AA e BB’ si incontrano in Q, si
considerino i cerchi circoscritti ai triangoli ABQ,
AB’'Q e sia Z la loro intersezione (diversa da Q)
Proviamo che Z=Z'. Infatti (cfr.[3], p.17) si ha [Z, B,
Al=[Z,Q,Al=[Z, Q,A]l=[Z, B, A] e analogamente
[A, B, Z] = [A, B, Z]. D’altra parte, per la similitudi-
ne, risulta [Z, B,Al= [Z',B,Ale [A B, Z] =[A,

B’, Z']. Ne segue che Z = Z’ perché entrambi i punti
appartengono alle rette per A’ e risp. B’ che formano
angoli assegnati con AB’. Se invece AA e BB’ sono
parallele, ma le rette AB, AB’ si incontrano in un punto
R, si ripete la costruzione precedente trovando che ['it
tersezione dei circocerchi dei triangoli AAR, BBR &
un punto fisso. In questo secondo caso, se anche A
AB’ sono parallele, ABB'A & un parallelogramma e la
similitudine & una traslazione. Infine, una similituding
con due distinti punti fissi A=AB=B’ & identica
(cfr.[1] o [2)).

=
1

B

Nella dimostrazione precedente, la scelta dei punti A
B, A, B’ in generale (cioé salvo situazioni particolari,
che non ci interessano) determina un quadrilatero com-
pleto che ha per lati le rette AB, AB’, AA, BB’ .
Viceversa, assegnato un quadrilatero a,b,c,d, ogni cop
pia di rette sega sulle altre due rette due segmenti che

../

diremolati oppostidel quadrilatero. Essi nascono natu-
ralmente come segmenti orientati: per esempio, le rette
a, b segano ordinatamente sulle rette c, d i segmenti
orientati MVee, VadVea. Si ottengono cosi sei coppie di
lati opposti, e ogni coppia individua una similitudine
pari, per es. M Vaq, Vud Ve ecc. Allora il teorema
precedente si puo rileggere cosi:

TEOREMA. . Il punto di Miquel di un quadrilatero ¢ il
centro delle sei similitudini pari che mandano un lato
nel suo opposto.

Se una similitudine manda un triangolo in un altro, allo-
ra evidentemente si corrispondono anche i due circo-
centri. Riferendosi al punto F di Miquel di un quadrila-
tero a, b, c, d, e ai triangolix, T, T¢, Ta , la similitudine

che manda MW in VadVea trasforma il triangolo FMVee

nel triangolo F\MVea € dunque il circocentro di R .

nel circocentro di FMVw. Ma, per come abbiamo
costruito F, questi ultimi sono il circocentra @ Ta € |l
circocentro @di T.. Ci serviamo di questa osservazio-
ne per provare l'ultimo

TEOREMA . | circocentri dei triangoli che hanno per
lati tre dei quattro lati di un quadrilatero appartengono

a un cerchio che passa per il punto di Miquel.
Dimostrazione Poiché una corda comune a due cerchi
e perpendicolare alla congiungente dei due centri, si ha
[Oa, Ob, Oc] = [OaOb, 00 = [Vcd, Vac, Vad] = [Vcd, F,

V.. D’altra parte, la similitudine che manda il lato
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VeV nel lato VvV manda anche On O.. Allora P.S. Gli enunciati di questo articolo e del precedente [3]
[Veo, F, Vod = [Os, F, Q] @ quindi (cfr.[3],p.17) i punti appartengono a una geometria che era di moda un secolo fa e
O, Oy, O:, F stanno sullo stesso cerchio. Scambiando oggi & poco conosciuta; anzi, alcuni teoremi (come I'ultimo)
gli indici si ottiene che sullo stesso cerchio sta anche non si trovano facilmente nemmeno nei testi d’epoca, confusi

Ou. come sono tra gli esercizi di geometria analitica, o dimostrati
con le tecniche piu svariate, e diverse da quella degli angoli
BIBLIOGRAFIA orientati tra rette, che nella nostra trattazione costituisce il filo

conduttore. La combinazione di questo formalismo non
[1] H.S.M. Coxeter, Introduction to geometry, John molto intuitivo con la potenza euristica del CABRI pu0 risul-
Wiley, 1961 tare una buona attrezzatura di lavoro per gli appassionati di
[2] M. Dedo, Trasformazioni geometriche, Decibel{ geometria.

Zanichelli, 1996
[3] B. Scimemi, Geometria del triangolo: retta dif Nota (1)Nella prima puntata, per un disguido tipografico, le
Simson, parabole tritangenti, CABRIRRSAE n. 12 didascalie relative alle figure sono state stampate alla fine

(Giugno 1997) dellarticolo.

CABRI e il disegno espressivo per comunicare sentimenti, destando possibi-
di Mario Barra li emozioni.

Universita degli studi di Roma “La Sapienza” Si puo riconoscere l'arte. La piu libera. Il messaggio e

componibile ovunque, con pochi strumenti “puliti”. I
* “E a che serve un libro”, penso Alice, “se non ha figure né  rapporto fra intuizione e realizzazione & immediato; la
storielle?™ sua lettura € la pit semplice e, anch’essa, libera.

L. Carrol E’ bello confrontarsi con questa arte alla porta-
» “I problemi [della scuola] non solo non sono risolti ma non|  ta di tutti. Il merito & dello strumento che rende possibi-
sono neppure affrontati fino a che si ammette che basta ripu- le questa arte: chiede poco e da molto.
diare le idee e le pratiche della vecchia educazione per but

tarsi all'estremo opposto.” Il disegno

J. Dewey La matita e il foglio ? Il gesso e la lavagna ?
« “Disegnare, seguire dei profili, riempire delle superfici, indi- E si, anche loro non male come potenzialita! Ma biso-
viduare dei volumi, vuol dire prima di tutto guardare, vuol|  gna essere bravi per sfruttarle. Cosi i risultati sono facil-
dire forse saper osservare, vuol dire forse saper scoprire... mente deludenti.

A questo punto puo darsi che sopravvenga il fenomeno inven- |l disegno & intrinsecamente difficile.
tivo. Si inventa e persino si crea; tutto I'essere e trascinato Non & solo “la mano” inadeguata. La previsione degli
dall'azione; questa azione € il punto essenziale. Gli altri sono  esiti & spesso confusa e diversa dalla realizzazione.

rimasti indifferenti; voi avete visto. Raggiunta, a fatica, pud mostrare angoli di osservazione
Le Corbusier sbagliati, poca evidenza dei particolari, dimensioni,
« “ll disegno deve contribuire al fine generale dell’ insegna-|  totali o reciproche, inefficaci. Spazi pieni troppo adden-
mento, che € quello di procurarsi idee chiare” sati e quindi poco “leggibili”. Spazi vuoti inutilizzati e
E. Pestalozzi modificabili con difficolta.
* “Ogni insegnante dovrebbe seguire un corso di disegno.” Il disegno é strutturalmente statico.
Bruno de Finetti Chi puo dire quanto le difficolta del disegno siano cor-
responsabili dello scarso insegnamento, ovunque, della
| calendari Pirelli geometria? Pensiamoci nel tracciare un cerchio alla

| calendari Pirelli sono belli. Per nulla volgari, posson
ribaltare un esito scontato altrove. ‘Usano’ la bellezz
del corpo femminile, ma non soltanto direttamente
per reclamizzare il prodotto. Questa diviene un mezzo Forse sono anche le “piccole cose”, anche indirette, a
da modellare con luci e ombre, accostamenti, disloca- influenzare quelle “grandi”.

zione delle masse, angoli di inquadratura, effetti, voluti E’ difficile capire ora quanto “un Cabri” potra essere
o colti, ‘tagli’ e dimensionamenti. utile per I'insegnamento della geometria. Ma le poten-
Il viso soprattutto e poi il corpo, divengono un mezzo zialita sembrano buone proprio per affrontare alcune

lavagna! Comunque per disegnare ci vuole tempo.
Quanti insegnanti, poi, accettano di mettersi in discus=
sione di fronte agli studenti?

o @~
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delle difficolta tecniche mostrate.
Cosi vorrei parlare inizialmente di un aspetto secondg-
rio del Cabri: come possa agevolare il disegno.

Mi parlero un po’ addosso. Nel 1988 il mio gruppo d
ricerca presento dettagliatamente a Varazze, nella riu-
nione fra i ricercatori in didattica della matematica (in
gergo “internuclei”) operanti nella scuola media, i risul
tati di una ricerca condotta con numerosi insegnan
durata cinque anni di studio, storico, del materiale edi
stente, di riunioni settimanali e di sperimentaZioni
Il titolo della ricerca era “sviluppo delle capacita argot
mentative e dimostative” e sostanzialmente proponeva,
anche con qualche originalita, una anticipazione dell'in
troduzione del linguaggio algebrico attraverso una sua
formulazione geometrica, per mezzo della quale visua
lizzare e quindi dimostrare, alcune proprieta da tradurfe
simbolicamente.

Con una coscienza che si formo solo successivamente,

anche coinvolti dall'entusiasmo della novita (allora er
tale) feci quello che, poi, altre volte, mi sembro ravvisa
re nella ricerca didattica: pompai i risultati. Dissi che
c'erano stati degli studenti che avevano inventato dei
teoremi o delle dimostrazioni, nuovi per loro, ed era
vero, ma glissai sulla ridotta percentuale globale di esiti
positivi, che precisai solo in una occasione successiva
Attribuivamo I'origine delle difficolta incontrate a dei
fattori contingenti superabili con il miglioramento della
presentazione degli argomenti: nei tempi, nella succes-
sione e nei modi.

5%

dell'insuccesso, pubblicammo molto poco su quell'ar-
gomento. Questa ed altre esperienze hanno fatto cresce-
re la coscienza, amara, di quanto nella ricerca didattica
sia particolarmente difficile 'accumulazione del sapere,
anche se, almeno nei casi fortunati, sembra crescere il
“mestiere”, I"occhio”, il “buon senso” o I’ “intuizio-

ne”. Il grande numero di problemi coinvolti, I'intrinseca
presenza di soggettivita nelle valutazioni degli esiti,
esprimibile con una sorta di “principio di indetermina-
zione”, forse analogo a quello piu faméssembrano

far accostare la ricerca didattica all’arte, oltre che alla
scienza. E anche qui niente di nuovo.

Ma c’e differenza fra parole ed esperienza. Cosi, anche
in questo caso, quello che si & appreso € poca cosa e
assolutamente prevedibile con un po’ di buon senso: un
argomento nuovo introdotto nella scuola media, senza
alcuna premessa propedeutica nella scuola elementare,
incontra molte piu difficolta di quanto accada nel caso
contrarid.

Forse anche per I'informatica, sebbene I'argomento
possa essere intrinsecamente affascinante, con un po’ di
buon senso, si puo affermare I'opportunita di qualche
proposta per la sua introduzione nella scuola elementare.
Mi sembra che la grande creativita dimostrata dai nostri
insegnanti nella prima fascia scolare possa trovare
riscontro con il disegno al computer, che cosi verrebbe
introdotto in modo semplice e motivante.

Anche cosi il Cabri puo offrire molte occasioni di rifles-
sione su semplici aspetti matematici.

Si era gia presentato un progresso in tal senso e spera-Ma c’é di piu. Sotto I'influenza positiva di Emma

vamo continuasse. Avvenne solo in parte.
Ci sembro successivamente che i fattori decisivi fossero
la mancanza di prerequisiti, anche minimi, sviluppati
nella scuola elementare, oltre alla limitata preparazione
degli insegnanti.
L'argomento richiedeva un atteggiamento, l'uso dj
parole, di concetti, di ragionamenti,...fino alle cono-
scenze dei familiari degli studenti, troppo nuovi. Nor
sembravano in sé difficili, avevamo posto estrema cura
in tal senso, e lo dicevano esplicitamente i ragazzi che
erano riusciti a “fare il salto”.
Forse si manifestava piu che altro una sorta di inerzia
rispetto al nuovo: superando una certa soglia, per malti
si creava una specie di rifiuto. Un rigetto, come per
trapianti. Direi soprattutto da parte degli insegnanti.
Quasi indipendentemente dai problemi che gli argg
menti potevano presentare intrinsecamente.

Sembrava! Di fatto abbiamo capito poco di quello che
successo. Troppo diversa € stata la reazione degli stu
denti.
Spero di essermi pentito per il mio comportamentp

(2

Castelnuovo, nella ricerca di cui si € parlato, si voleva
sperimentare un insegnamento della matematica molto
collegato all'utilizzo del materiale didattico. Volevamo
recuperare la capacita di osservare e di apprendere
attraverso una comunicazione diretta e comprensibile
naturalmente e quindi, forse, piu facilmente memorizza-
bile. Anche in questo caso fu lo strumento a determina-
re I'esito, ancora negativo, di cid che si voleva realizza-
re su ampia scala. Il materiale che costruivo io si rovi-
nava facilmente, ed era difficile trovarne altro.

Avevo addirittura pensato, in prospettiva, di mettere su
una fabbrica di materiale didattico.

La manipolazione, la manualita & molto importante, ma
forse, oltre al fatto che il messaggio visivo € comunque
diretto, € ugualmente importante, o magari ancora di
piu, un “esperimento mentale” a partire da strumenti
effettivamente compresi anche con l'aiuto di disegni
ben effettuati o facilmente realizzabili, soprattutto se
guesti sono mobili e modificabili in modo interattivo.
Cabri, almeno per qualche aspetto, e piu in generale,
forse pud promettere ancora di pit di quello che cerca-

poco scientifico. Comunque, forse anche per 'amarezza vamo, perché oltre alla realizzabilitd di alcune delle



potenzialita positive di cui si & parlato, pensando all
macchina fotografica, pud collaborare ad educare u
capacita importante, oggi che l'informazione € cos
disponibile: I'apprendimento induttivo.

Cabri e il disegno

Ma torniamo al disegno con Cabri che ¢ strutturalmen
dinamico e che “chiede poco e da molto”.

Non appaia poca cosa, perché, oltre a quanto detto,
esempio, alcune delle proprieta matematiche esposte
prossimo articolo sono state scoperte proprio disegnhan
Per alcuni argomenti che vorremmo trattare prossim
mente: sul Tangram nello spazio, sul problema dell’'equ
scomponibilita, sul “triangolo di Tartaglia”, sempre nello
spazio..%, sono sorte delle esigenze tecniche cui hanr

fatto seguito delle soluzioni che si sono mostrate utilj.

Per richiamarle senza spiegare ogni volta “il come e
perché”, interrompendo la presentazione di altri argq
menti, si proporra un nome a queste tecniche, nel tents
vo di creare un gergo. Un esempio: si voleva chiamare
“tecnica della chiesa gotica e romanica” quella costruzi
ne, presentata in un articolo precedertiee permette di

modificare i disegni in modo affine. Ma ci sono altre
necessita e forse, dato un problema, anche se & supe
ciale come questo, € bene crearsi degli strumenti ad h
Cosi, riprendendo ancora quanto abbiamo detto per
scuola elementare e sulla fotografia, proviamo ad affro

tare i problemi che possono sorgere illustrando dei tegti.

Sara fatto in modo diverso qui e nel prossimo articolo.
Ad esempio i libri di “Alice nel paese delle meraviglie”
e “Flatlandia® presentano delle coincidenze con i nostr
argomenti e sembrano adatti al nostro scopo.

Alice nel Paese delle Meraviglie
e Attraverso lo Specchio Magico

“Quando io uso una parola”, disse Humpty Dumpty in tono
non privo di disprezzo, “la parola significa quello che io
voglio farla significare, né pit né meno."...

“La questione &”, ripeté Humpty Dumpty, “chi & che coman-
da ... ecco tutto.” ... p. 152

“Come ¢ bello disegnare
nella scuola elementare

per esprimere cosi
che vuol dire “piripi#”

e strillare: che simpatica!
e davvero l'informatica.”
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a2 La tecnica di Alice®
na
I« “Curiosissimo!”, esclamo Alice ...”Adesso mi sto
allungando come il cannocchiale pit grande del mondo!
Ciao piedi!” p. 36
* “Legge numero Quarantadue. Chiunque sia piu alto di
te un chilometro e mezzo deve abbandonare I'aula” p. 96

* “Chissa se a forza di precipitare attraversero tutta la
ad terra? Sarebbe divertente spuntar fuori fra gente che

nel cammina a testa in git! Gli Antipati (sic) crédla. p. 32
Ho.
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A partire da alcuni punti base (0,1,2) per l'origine e i
versori, si sviluppa una grata attraverso le costruzioni di
simmetrico e punto medio. Un disegno sulla gfata

(Anonimd)

eventualmente esparis@ piedi di Alice) e nascosta, si
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trasforma in modo affine, modificando il riferimento
0,1,24

La tecnica del coniglio che ha fretta

“... e Alice non penso neppure che fosse poi tanto strano se
tire il coniglio che diceva fra sé “Santo cielo! Santo cielo!
Arrivero in ritardo!” ... il coniglio tird fuori un orologio... lo
guardo, e poi riprese a correre” p. 31

Se si deve spostare una figura € necessario sposta
punti base su cui & costruita, ed é difficile riottenere
disegno come in partenza. Allora, oltre al riferimentg
iniziale (0,1,2), conviene creare un nuovo riferiment

disegnare con la tecnica di Alice): un punto base per la
nuova origine 0’ indipendente, e gli atri ottenuti per
costruire dei versori fittizi perché “clonati”, cioé ottenu-

ti da quelli di partenza con un parallelogramma costrui-
to su ogni versore iniziale e sulla “bretella” che collega
le “origini”, 0 e 0", dei due riferiment.

NS/

Ry

o

Muovendo i versori del primo riferimento anche i dise-
gni costruiti sul nuovo, partecipano della stessa affinita,
ma per spostare il nuovo disegno in modo “rigido” &
sufficiente spostare 0'.

et

\o

n- La tecnica dei conigli che prolificano come
funghi

“Un lato ti allunghera, I'altro lato ti accorcera”

“Un lato di cosa? L'altro lato di cosa ?” “Del fungo”... p. 56
re i

I
D
D

I conigli poi, “prolificano” “come funghi” con una tec-
nica che ne accelera la costruzione con una macro che
replichi la tecnica del coniglio, sui punti iniziali:

(0',1",2") o meglio dei nuovi punti (sui quali a sua voltal

0,1,2,0’; 0,1,2,0".... Questa macro clona i versori 0 un
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disegno gia costruito su quéstiTutti i disegni si tra- versore orizzontali, il gatto, costruito con la tecnica del
sformano solidalmente al primo riferimento e cambianp coniglio, scompare perché si allineano 2 lati (00’ e 01)
posizione spostando le loro origini. di un parallelogramma, che diviene degenere.

v
N JV
~

i
L

La tecnica del gatto del Cheshire La tecnica degli alberi mossi dal vento

“Per favore, mi spieghereste”, disse Alice timidamente...”per;  Pu0 essere utile che il coniglio si protenda verso Alice,

ché il gatto sogghigna in quel modo?” mentre lei gli da una carezza inchinandosi verso di lui.
“E’un gatto del Cheshire?, rispose la Duchessa, “e questo Poiché invece partecipano della stessa affinita, inclinan-
spiega tutto ...!" p. 60 dosi entrambi allo stesso modo, sembra che il coniglio

voglia schivare una manifestazione meno affettuosa da
Dovendo spiegare un argomento accompagnandolo don parte di Alice.

dei disegni, costruiti con Cabri, non & agevole effettuate Egualmente, inserendo le chiese Gotica e Romanica fra
tali disegni di fronte all’'uditorio e puo essere utilg gli alberi: perché la prima deve essere necessariamente
mostrare separatamente alcune loro parti. immersa fra i cipressi e la seconda fra i pini? E non
La tecnica del gatto del Cheshire, che magicamente anche viceversa? Occorrono due “spazi” differenti, cia-
scompare lasciando visibile unicamente il suo grande scuno suscettibile di una propria trasformazione affina
sorriso, consiste appunto nel far scomparire o ricompp- indipendente.

rire degli oggetti, ottenuti con la tecnica di Alice o de| In questo modo gli alberi, oltre che cambiare forn
coniglio, sovrapponendone i punti base sui quali sono potranno anche oscillare al vento.

costruiti, oppure deformando un parallelogramma suyi  Dunque, “la tecnica degli alberi mossi dal vento” con
versori fino a renderlo degenere. ste nell'affiancare ad un disegno, costruito con le tet
Qui sotto, ad esempio, sovrapponendo il segmento e il che gia descritte, un altro disegno trasformabile ir
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pendentemente dal primo, perché sviluppato a partire
un nuovo sistema di riferimento.

Ovviamente le varie tecniche possono essere ripetutg
combinaté.

“E verso casa felici ritorniamo,
Guardando il sole or ora tramontato,"...p. 80

Note al testo
1 Lewis Carrol, Alice nel Paese delle Meraviglie e
Attraverso lo Specchio Magico, BEN (Biblioteca Economicg
Newton), 1995, 2500 Lire, p. 31.

2 Alcune informazioni iniziali su questa ricerca si posson
trovare negli Atti della 37a CIEAEM, Leiden, 1985, p. 206-
215, e in quelli della IVéme Ecole dété de didactique de

da

2 e

7]

mathématiques, Orleans, 1986, p. 175-183 e nei Sunti de

le

Comunicazioni al Congresso Naz. dellUMI Torino, 1987,
Sez. Xl - 3.

% Ovviamente si fa riferimento al principio fondamentale
della fisica moderna di Heisenberg, per il quale, “riassumen-
do”, 'osservatore disturba I'osservato.

4 EVVIVA!

AL Convegno di Bologna su “Geometria: tradizione e rin-
novamento” del 14/04/97 sono stati portati 13 argomenti.

¢ Siveda: Cabri, le affinita e un omaggio ad una insegnan-
te, CABRIRRSAE, n. 10, Dicembre 1996, p. 5-6.

” Vedinotan.1.

Edwin A. Abbot, Flatlandia, racconto fantastico a piu
dimensioni, Adelphi, 1966 (1884).

°  Meglio dire cosi.

Consiste nel costruire invarianti affini a partire da un rife-
rimento cartesiano (non necessariamente ortogonale).
Variando l'origine o i versori si genera una trasformazione
affine della costruzione effettuata.

1 Alice arriverebbe nelle isole Antipodi che sono agli anti-
podi della Gran Bretagna.

2 Per i dettagli si puo vedere I'articolo citato nella nota n. 6.
Una volta capite le proprieta che entrano in gioco e conside-
rando che Cabri 2.1 permette solo la costruzione di 500 oggetti
(circa 2-3000 con Cabri Geometry 1), si puo limitare la grata
solo a cio che occorre, 0 meglio costruire, sempre attraverso
“punto medio” e “simmetrico”, solo quei punti che verranno
utilizzati o quelli (da cancellare) che servono per la costruzione
di questi ultimi.

4 Lo stesso con piu di 2 versori.

In particolare, creati i punti base 0,1,2 e 0’ si mandano da
quest'ultimo le rette parallele a quelle per0Ol1e02edale?2le
rette parallele al segmento 00’, per individuare 1'e 2'.

6 Ad esempio, richiesta la macro, si indicano come oggetti
iniziali i punti 0,1,2,0’ (ricordarsi dell’'ordine) e come finali i
segmenti che disegnano il fungo. Creati vari punti base, cia-
scuno di questi diverra origine di un fungo, clonato, richia-
mando la macro e cliccando su 0,1,2 e su tale punto. Questa
tecnica servira per costruire 27 disegni come esempio del
“terzo piano” del triangolo di Tartaglia nello spazio. Nei Cabri
in circolazione, le macro, ripetute piu volte, non funzionano
benissimo. Evitando le macro, si risparmia rispetto al massi-
mo di operazioni effettuabili.

7 Lewis Carroll, o meglio Charles Lutwidge Dodgson nasce
a Daresbury, nel Cheshire, da Charles Dodgson titolare della
parrocchia locale, e Frances Jane Lutwidge, sua cugina di
primo grado.

8 Sj possono cosi effettuare trasformazioni affini “locali,
espandibili e sovrapponibili ad altre trasformazioni, limitate
alle traslazioni o indipendenti”. Qello che segue € un esempio
di disegno non ulteriormente ampliabile perché e stato rag-
giunto il massimo delle operazioni effettuabili. Questo spiega
perché I'albero & cosi “bruttino”.

¥ FE’'la fine della favola con cui inizia “Alice nel Paese delle
Meraviglie”.
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CABRI e I'ipercubo

geometria e fusionismo

il manifesto di un sognatore e
un omaggio ad un innovatore

di Mario Barra
Universita degli studi di Roma “La Sapienza”

« “Ahimé, ch'’io squadro il mio parlar come un folle!”
E. A. Abbot
» “Questa ¢ la speranza dei miei momenti piu lieti. Ahimé

non & sempre cosi. A volte ... mi appaiono soltanto come| i

parto di una mente malata, o come I'edificio senza fondame
to di un sogno”

E. A. Abbct
 “cosi certamente c’é una Quarta Dimensione, che il mig
Signore percepisce con l'occhio interiore del pensieroin
stretto accordo con I'’Analogia”

E. A. Abbot
« “AB = /(x?+y*+z°-(ct}?“

A. Einsteif
* “la mancanza della diretta intuizione visiva nell’andare
oltre le tre dimensioni non & da tale punto di vista un ostacol
meno esteriore e contingente di quanto la mancanza di di
nell’estendere la definizione di numero oltre il dieci”

B. de Finetfi
 “Et que arismetica et geometria scientia sunt connexe et su
fragatorie sibi ad invicem, non potest de numero plena trad
doctrina, nisi intersecantur geometrica quedam, vel ad geg
metriam spectantia que hic tantum juxta modum numeri op
rantur; qui modus et sumptus ex multis probationibus €
demostrationibus, que figuris geometricis fiunt.”

Leonardo Pisand
* “Il ‘fusionismo’ - il concetto informatore dell’illuminata
visione didattica di Felix Klein - & il superamento dell’anti-
quato modo di procedere passo passo, muniti di apparecc
puristici intesi a limitarne la comprensione (se cosi si pu
dirla) a compartimenti stagni, isolati, formalizzati. Il fusioni-
smo comincia col fondere aritmetica (e sviluppi come I'anali
si) con geometria e poi con nozioni quali il tempo, la massa,
prezzi, e cosi via quanto serve nelle applicazioni che a lo
volta servono ad arricchire la visione dei concetti astratti ini-
ziali e farne apprezzare la validita”

B. de Finetfi
* “La nostra geometria si serve dell'intuizione spaziale, ma
pit che altro come di un potere magico per dar corpo e rag
presentazione a concetti, situazioni, problemi, di caratter
generalmente non per se stesso geometrico, ma statisti
economico ecc.; € insomma, per cosi dire, la dottrina dell
schema mentale adatto per afferrare intuitivamente tutti i prg
blemi pratici la cui impostazione scientifica richiede lo stru-

=

mento matematico”
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B. de Finetfi
* “Anche la preoccupazione del rigore cambia aspetto: occor-
re far penetrare il perché dei risultati, non farne verificare I'e-
sattezza, il che é altra cosa, né necessaria (dove non si tratta
che di passaggi materiali non vedo perché ogni principiante
dovrebbe accertarsi da sé che non vi sia una svista sfuggita a
tutti prima di lui), né sufficiente (perché dopo aver imparato
con quali manipolazioni si ricava una formula da un’altra
non e detto che si sia penetrato il contenuto di ragionamento
dei passaggi eseguiti). Per lo stesso motivo I'importanza delle
formule e dei calcoli risulta in tale trattazione diminuita in
confronto a quella data ai concetti e alle immagini, perché
I'importanza dell’imparare vi € sempre, come dev’essere,
subordinata a quella di capire”

B. de Finetti
* “cosi la generalita degli intendimenti e la concretezza delle
immagini concorrono allo scopo di persuadere che la mate-
matica non & un meccanismo a sé da sostituire al ragiona-
mento, ma € la ragionevole base e prosecuzione dell’ordina-
rio ragionamento”

B. de Finetti
* “ ‘Temo’, disse Boccadoro, ‘che non riuscird mai a farmi
un’idea del tuo mondo di pensiero, dove si pensa senza imma-
gini ... La maggior parte di quello che volevi dire sono riusci-
to a capirlo. Ma una cosa ancora non mi vuole entrare in
testa: quello che tu chiami ‘il pensiero puro’, il tuo cosi detto
pensare senza immagini e operare con parole, con cui non si
puo rappresentarsi nulla”

Hermann Hesse

* “L’induction, I'analogie des hypothéses fondées sur les faits
et rectifiées sans cesse par de nouvelles observations, un tact
heureux donné par la nature et fortifié par des comparaisons
avec I'expérience, tels sons les principaux moyens de parvenir
a la verité .... L'Analyse et la Philosophie naturelle doivent
leur plus importantes découvertes a ce moyen fécond que I'on
nomme induction..... Un gran nombre de découvertes dans les
sciences sont dues a I'analogie.... La méthode la plus sdre qui
puisse nous guider dans la recherche de la vérité consiste a
s’elever par induction des phénoménes aux lois ... “

Pierre Simon de Lapla&e
 “Quando sto bene e sono di buon umore, 0 quando vado in
giro in carrozza oppure passeggio dopo un buon pranzo, o la
notte, quando non riesco a dormire, i pensieri mi si affollano
alla mente con tutta la facilita che si puo desiderare. Da dove
arrivano, e come? Non lo so, e non ci ho niente a che fare.
Quelli che mi piacciono, li tengo a mente e li canticchio.a
bocca chiusa (almeno altri mi hanno detto che lo faccio).
Quando ho il mio tema, ecco arrivare un’altra melodia, che si
concatena alla prima, in accordo con le necessita dell'intera
composizione: il contrappunto, le parti di ciascuno strumento,
e tutti questi frammenti melodici producono infine I'intera
opera. E’ allora che la mia anima s'infiamma d’ispiraziong,
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sempre che non accada nel frattempo qualcosa che distrae
mia attenzione. L'opera cresce: io la sviluppo concependol
sempre piu chiaramente, fino ad avere I'intera composizion
completata in testa, per quanto sia lunga. Poi la mia mente
afferra cosi come fa uno sguardo con una splendida immagi
0 una bella ragazza. Ma non mi accade in successione, con
varie parti lavorate nei dettagli, come sara piu avanti, la mia
immaginazione me la fa sentire nella sua interezza”
W. A. Mozaré
« “Chi segue una catena di sillogismi o passaggetti pud ven
condotto (come usava dire Federico Enriques) ad ammette
obtorto collo una verita senza vederne il perché. Ma propri
vederne il perché ¢ invece, a mio avviso I'essenziale ... “
B. de Finettf
* “La creativita si identifica in gran parte con il coraggio di
ragionare”
A. Einstein
« “Una catena non é piu forte del suo piu debole anello”
(Anonimo)

Geometria: tradizione e rinnovamento

All'inizio e alla fine del Convegno di Bologna sul tema
“Geometria: tradizione e rinnovamento” sono statg
proiettate le immagini, ottenute al computer, di un cub
sezionato con continuita da un piano perpendicolare
una diagonale principale. Non so chi abbia creato ta
immagini, e come siano state ottenute. So solo che

ne
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gradualmente fino ad incontrare i vertici del cubo, conti-
gui al vertice di partenza. Qui le “punte” del triangolo
venivano troncate con dei triangoli equilateri, gradual-
mente crescenti, dando origine ad esagoni intesi come
“triangoli tronchi”. Questi ultimi, tutti con gli angoli di
120°, si deformavano gradualmente, mantenendo lo stes-
SO perimetro, e presentavano, alternativamente, 3 lati
“piccoli” che divenivano grandi, e 3 lati “grandi” che
diminuivano in lunghezza fino alluguaglianza raggiunta
con un esagono regolare al centro del cubo. Da qui le
immagini procedevano a ritroso.

Vediamo come ottenere con continuita le intersezioni di
un ipercubo con un iperpiano perpendicolare ad una dia-
gonale principale, attraverso il programma “Cabri 1.7".
Il processo di sezionamento dell'ipercubo parte da un
vertice ove compare un punto come caso limite di un
tetraedro regolare. Questo tetraedro cresce gradualmen-
te fino ad incontrare i vertici dell'ipercubo, contigui al
vertice di partenza. Qui le “punte” del tetraedro vengo-
no troncate dando luogo a dei triangoli equilateri, gra-
dualmente crescenti, creando un tetraedro tronco forma-
to da triangoli ed esagoni. Questi ultimi, tutti con gli
angoli di 120°, si deformano gradualmente, mantenendo
lo stesso perimetro, e presentando, alternativamente, 3
lati “piccoli” che divengono grandi, e 3 lati “grandi”
che diminuiscono in lunghezza fino a collassare in un
punto dando origine, con i primi 4, agli 8 triangoli equi-
lateri di un ottaedro regolare.

/]

stato usato il famoso programma “Mathematica”,
quindi immagino che l'artefice di quella suggestiva ani
mazione, sia stato Giulio Barozzi, che si & occupato d
I'argomentd* e che era presente con un intervento
Convegno. Il processo di sezionamento del cubo parti
da un vertice ove compariva un punto come caso limi
di un triangolo equilatero. Questo triangolo cresce

a
e
a

Fig. 15

L'ottaedro si ottiene sezionando al centro l'ipercubo
con l'iperpiano gia precisato. Da qui le immagini proce-
dono a ritroso, con una sorta di dualita, con gli esagoni
al posto dei triangoli e i vertici, del tetraedro regolare,
situati ove prima si presentavano i triangoli equilateri,
ora decrescenti fino al un punto, corrispondente al verti-



ce opposto a quello di partenza.

Oltre a evidenziare I'importanza delle immagini
mentali®, alla base di una nuova frontiera della pedaggq
gia, questo “cuore pulsante dell'ipercubo” ci stimols
per altra via, che proviamo a percorrere.
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so pedagogico per un insegnamento dimensionato diret-
tamente ai suoi problemi, senza che questi vengano
mutuati da esigenze diverse.

E’ forse per tale motivo che chi scrive, dopo almeno 20
anni di approfondite sperimentazioni e di contatti intensi

Vogliamo parlare di una discussione di natura storica- e continuativi con gli insegnanti, comincia a sentire, in

filosofica-didattica-matematica, che in questo period
produce alcune contrapposizioni, accese ed appassio
te, anche se condotte in modo civile e dotto.

E’ in questione quale argomento si debba preferirg
nella scuola superiore, a proposito dell’insegnamen
della geometria, 0o, comunque, di una parte di ques
materia, che risulta oggi, purtroppo, negletta.

La disputa sembra ricordare quella occorsa all'inizio d
questo secolo, fra insegnanti di matematica “fusionist
e non.

| primi, come gia papa Silvestro Il, partendo dal presug
posto didattico che i sensi ci rivelano prima i solidi ¢
poi le superfici, 0 perlomeno non queste prima di quell
proposero di svolgere contemporaneamente lo spazic
il piano, rompendo la tradizione che voleva riservare
questo il primo posto.

Oggi la questione considera se, per l'insegnament
siano preferibili le “geometrie non euclidee” che hann
una indiscussa importanza storica, filosofica e scientif
ca, ma nelle quali, praticamente, non & possibile propg
re neppure un esercizio a scuola, oppure la geomet

dello spazio di dimensione maggiore di tre, da presenta-

re in collegamentdcon altre branche della matematica
e da affiancare a qualcosa sulla geometria dellasfera
In verita I'argomento di questa discussione sembra p
ampio e forse riflette il disagio di molti insegnanti di
matematica nella scuola, e quello, ancora maggiore @
loro allievi.
In prima approssimazione potremmo riassumere la qu
stione chiedendoci se sia pit importante “guardare a
matematica con un occhio agli studenti” o viceversa. (
si puo cosi preoccupare del fatto che i libri scolasti
siano scritti da docenti universitari, poco addentro &
problemi della scuola, o al piu ripresi a partire da que
sti, da insegnanti in probabile soggezione rispetto
primi.

Quale materia pud incutere una maggiore soggezio
della matematica?

Se non fosse cosi, proprio nei riguardi della matema
ca, che ha degli argomenti affascinanti, gli insegnan
avrebbero gettato via argomenti calcolistici e poco con
prensibili, che nessuno ricorda, neanche loro, selezi
nandone altri, piu motivanti.

In tal modo, mentre si riafferma I'innegabile importanza
del rigore, che pero e proprio della ricerca, sembr

0 parte, l'inutilita di questo sforzo che, certo non per colpa
na-degli insegnanti, & minato alla radice, dovendo far ricor-
so ad argomenti e strumenti che non sono stati costruiti
2, per il lavoro che si deve effettivamente svolgere.
0 In seconda approssimazione emerge cosi il ruolo del
ta rigore matematico e dell'impossibilita di perseguirlo
pienamente a scuola.
Pur sapendo che piu probabilmente e utile un atteggia-
mento che consideri vari aspetti di un problema, poiché
e piu difficile trattarli in tal modo, si presentano ancora
molte risposte generali e astratte e poche indicazioni
concrete alle questioni di chi, coerentemente, non sa
cosa fare.
e Come in tutte le dispute, oltre alla sostanza, si sovrap-
pongono incomprensioni, anche verbali, dovute alla
presenza di interlocutori che si muovono su gradi diver-
si di approssimazione, nell'approfondimento del proble-
ma. Inoltre, ci si accorge poco che nel progresso, anche
se “il nuovo” é strutturalmente necessario, questo risul-
ta piu probabilmente criticabile della tradizione, che &
stata selezionata proprio per evitare critiche.
E’ un po’ quello che capita quando da una parte si affer-
ma l'importanza degli eroi e dall'altra si pretende che
guesti siano normali.
Riferendosi a tre libri di de Finetti, certo fra i piu grandi
matematici italiani di questo secolo: “Il saper vedere in
matematica” € un libro stupendo, chiarissimo, che trova
tutti d’accordo, “Matematica logico intuitiva” & un gran
bel libro per comprendere effettivamente la matematica,
ad un buon livello, e “Teoria delle probabilita” &€ una
miniera di cose nuove, da studiare con grande impegno
e con grande profitto. Ma andrebbe riscritto. In questo
modo possono avere contemporaneamente ragione sul
particolare e torto in generale, tutti quelli che, anche
con giudizi contrapposti, fanno riferimento solo ad una
parte della sua produzione
In conclusione e ancora, come detto, in generale, mi
sembra che occorra, per I'insegnamento, una matemati-
ca non necessariamente collegata alla tradizione o ai
problemi della ricerca, ma piu direttamente indirizzata
allo sviluppo di quelle capacita degli studenti che la
societa, in rapida evoluzione, sembra maggiormente
richiedere. Forse & questo il punto cruciale, e non I'im-
portanza storica, filosofica, o del rigore, per altro verso
innegabile, o ancora la necessita di una impalcatura

D

a

)

r-
ria

c

ei

venga sancita, anche, I'impossibilita di un vero progres

completa ipotetico-deduttiva, la cui possibilita di tradu-



lollettine CABRIRR SA M

SW corlno. AL Gwmd/»ia

zione a scuola non esiste, anche se & praticamentg
maggiore esigenza che guida la redazione dei libri
testo. E questo proprio quando la crescente disponibil
di informazione e, in generale, la maggiore importanz
di nuove idee sembrano richiedere maggiormente,
esempio, lo sviluppo di capacita induttive, con buon
pace di Popper che le considera inutili per la cresci
della scienza.

“Fra cent'anni non si parlera piu di Popper, ma di de Finétti”

d
ta
a

ad
a
fa

Piu in generale, questo dovrebbe voler dire meno ma
matica routinaria e piu matematica comprensibile

e_

motivante ed anzi piu accostabile ai ragionamenti “nof-

mali” per un utile rapporto reciproco e produttivo. L
geometria a piu dimensioni € un capitolo relativamen
breve e secondario nella storia della matematica ed uf
cialmente é poco studiato dalla ricerca matematiq
generale. Esponiamoci a critiche per iniziare a verifice
re se puod essere pedagogicamente utile. Qui lo spazi
breve, ma é possibile far intravedere qualcosa n
mostrare che pud essere un argomento non episodico
Comunque “il cuore pulsante” dell'ipercubo risulta
misterioso, e forse soltanto per questo motivo, puo int
ressare spiegarne alcuni aspetti tecnici, cogliendo I'o
casione per riferirsi al “Cabri” e a come si possano ott¢
nere, con questo semplicissimo progrartinta sezioni
dell'ipercubo gia mostrate. In ogni caso mi sembra ch
possa trattarsi di un esercizio istruttivo.

L'ipercubo

In figura & rappresentato un ipercubd, Bato il paral-
lelismo rispetto ai lati dell'ottaedro regolare esterng
tutti gli spigoli di C' hanno la stessa lunghezza
Lasciando invariato I'ottaedro regolare, fra le possibil
scelte, si preferisce (90°,45°,90°) ove i numeri indican
gli angoli fra i versori 01 e 02, 02 e 03 e fra 03 e 04.

7 8
5 2 10 11

QC 3

A 4 ° D\

N__ /1 {c

1 13 14
12
B.
6 4
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la“La tecnica di Alice” per disegnare I'ipercubo.
I Terremo presenti 2 obbiettivi:

1) usare il numero minimo di oggetti (se ne dovranno
cancellare unicamente 4) anche per non “inquinare” il
piano degli “oggetti nascosti”

2) costruire €in modo che possa illustrare la definizio-
ne stessa dell'ipercubo e accompagnare lo sviluppo e il
calcolo delle sue componenti.

L'algoritmo che verra usato a partire dai primi 5 punti
(estremi dei versori) consistera nel completareo@ il
simmetrico, rispetto al suo centro, dei punti gia costrui-
ti; i=2,3,4%,

Costruzione dei vertici: creati i primi 5 punti
base, in figura, nell’ordine 1,2,3,4?Gi procede con:
m1,2=A/m1,4=B/s0,A=5/s0B=6/m35=C/
s(0,1,2)C =7,8,9/ m6,8 =D / s(0,1,2,3 ,5,9)D =

0 €10,11,12,13,14,25

° °
] ° L] °
[ ]
° °
[ [
° °
° ° ° °
[
° °
N
N__/]

Nascosti A,B,C,B, si completa €disegnandone i 32
spigol. 1l disegno si perfeziona con una circonferenza
per il punto 1, di centro 0, spostando su questa i punti
2,3 e 4, e lasciandosi guidare dal retinato dello schermo
del computer, per ottenere gli angoli, fra i versori, gia
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indicati (che rimangono variabili). Se anche al centrp
compare un ottaedro regolare, il disegno e perfetto.

“La tecnica del gatto del Cheshire” per la
definizione di ipercubo C*

* “Quel punto & un Essere come noi, ma confinato nel Baratro
Adimensionale...egli non puo concepire altri fuor di se stes

so.... Eppure nota la sua soddisfazione totale, e traine questa

lezione: che I'essere soddisfatti di sé significa essere vili |e
ignoranti, e che & meglio aspirare a qualche cosa ... "

E. A. Abbot, Flatlandia p. 144.
* “In Quattro Dimensioni, un Cubo in movimento non dara
origine a un Organismo piu divino con sedici Punti terminali?

. una Linea é delimitata da due punti, e un Quadrato da
quattro linee, cosi un Cubo da sei Quadrati ... (e) il rampolig
piu divino del divino Cubo nella terra delle Quattro
Dimensioni dovra essere delimitato da 8 Cubi”

E. A. Abbot, Flatlandia, p. 139
 “Cambiare continuamente dimensioni in un giorno solg
confonde molto le idee”

L. Carrol, Alice ..., p. 52
Far coincidere i punti 1,2,3 e 4 con il punto 0: “questo
un cubo di dimensione zero”.
“Cliccare” su 0 e togliere I'ambiguita scegliendo il
punto in alto sulla lista che appare sul video.

D/
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4 generati dagli spigoli di @urante la traslazione per-
pendicolare a ciascuno di questi.

Quanti sono i €contenuti in € Sono 8. Un cubo nella
posizione di partenza una in quella di arrivo e altri 6
generati dalla facce di*@nentre si muovono perpendi-
colarmente a loro stesse durante la traslazione.

In generaleCit = 2C¢* + C4t indica che il numero dei

C' contenuti in un € & dato dal numero dei @i C*,
nella posizione iniziale, che si raddoppia considerando
gli stessi Cnella posizione finale. A questi si aggiungo-
no quelli di dimensione i-1, sempre d'*Cche, durante

la traslazione, aumentano la loro dimensione di una
unita.

La “tecnica del coniglio che ha fretta” per I'i-
percubo da sezionare con continuita

“Oppure, se davvero fosse cosi, cioe che quell’altro Spazio
fosse in realta larhoughtlandia, allora conducetemi in quel-

la regione benedetta, dove io col Pensiero vedro l'interno di
ogni cosa solida!” E. A. Abbot, Flatlandia, p. 141.

Consideriamo alcuni accorgimenti tecnici:

1) per maggiore mobilita del disegno conviene usare dei
punti “base” 1',2’,3',4’, ottenuti con la tecnica del
coniglio” sui quali costruire I'ipercubo.

Y/ N
N\_/]

Trasportare il punto scelto per ottenere il versore 01:
“questo ¢ il cubo &di dimensione uno”.
Cliccare sul punto 0, come prima, e spostarlo verso I'al
to disegnando il versore 02, per ottenerfed@ C.
Reiterare per ottenéfeC* da C e C da C e illustrare la
seguente definizione dell’ ipercub@d e la traccia di
un C*, traslato (da una posizione “iniziale” ad una
“finale”) secondo un vettore della stessa lunghezza
dei suoi spigoli e perpendicolare a (tutti) questi.
Quanti sono i €contenuti in € Sono 6. Un quadrato
nella posizione di partenza uno in quella di arrivo e altti
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2) le sezioni dell'ipercubo, in particolare quelle riferite
al punto opposto all'origine (il n.10 in Fig.2), risentono
particolarmente di ogni minima differenza fra le lun-
ghezze dei versori. Abbandonando unicamente la pos
bilita di trasformare €Cin un iperparallelepipedo, con-
viene scegliere i punti 1,2,3,4 direttamente su un ce
chio di centro 0 e raggio (ad es.) 02. Rimane la mobilit
sul cerchio c e del centro 0’ e si guadagna la possibili
di ottenere figure simili spostando il punt®. 2noltre si

costruisce un solo parallelogramma perché il cerch
individua gli estremi delle parallele per O’ ai versori.

3) Di piu, costruito I'ipercubo (lasciando visibile solo lo
stretto necessario), per procedere piu velocemente 3
costruzione delle sezioni, conviene continuare a usal

almeno inizialmente, dei cerchi per determinarne i vef
7a
18

tici. Anzi proveremo ad usare soltanto dei cerchi, sen;
usare il parallelismo, come del resto abbiamo fatto p
la costruzione di € C’e il vantaggio di intersecare uni-
camente oggetti perpendicolari.

4) per ottenere il movimento delle sezioni, convien

semiretta per 6,4 (riprendendo le etichette in Fig.2), il
cui movimento venga amplificato per proiezione in P’,
da un punto Os (simmetrico di O, rispetto a 4,6), su una
successione di segmenti 01, 11’, ... i cui estremi sono
ottenuti per simmetria di O risp. a 1, 1 risp. a 1'.... Allo
stesso modo, altre 3 successioni di segmenti vengono
costruite sugli altri versori, anche sen appaiono nel
disegno per mancanza di spazidQuesti segmenti non
vengono sostituiti da una retta affinché le nuove sezioni
non abbiano memoria delle vecchi®P’ & il raggio del
cerchio che interseca gli assi nei vertici di un tetraedro
regolare (avendo solo 3 assi e muovendosi perpendico-
larmente alla diagonale per I'origine di un cubo “posto”
su questi, si avrebbe un triangolo equilatero. Ora ci
sono 4 terne di assi e quindi 4 triangoli...).

a
€,

4 \P 6
Os

operare su un punto P che si muove (ad es.) su u

Quando P’interseca 11’, ¢ interseca i prolungamenti dei
versori e, per determinare i vertici del tetraedro tronco,
si costruiscono dei nuovi cerchi di centro 1,2,3,4 e rag-
gio di lunghezza P’1,

N

si tende ad ottenere
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\ N
N,
. \//
4
[ ]
[J
un ottaedrad® La misura dei raggi dei cerchi aumenta e, diminuendo
quella di 02, si sceglie la grandezza dei disegni.
N

Analogament®, costruendo 6 nuovi cerchietti con cen-
tro nei 6 punti che hanno 2 coordinate unitarie, si ottie- Infine, con 4 nuovi cerchietti con centro in quei vertici
ne simmetricamente, quanto gia ottenuto precedente- che hanno 3 coordinate unitarie, si ottiene ancora un
mente: 1 tetraedré intorno al punto (10) opposto all'origine 0:
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Quando poi P’ supera l'ultimo punto di sinistra le sezio
ni sono sempre nulle visualizzando cosi, ad esemp
delle proprieta in campi diversi della matematica.

Osservando bene tutte le figure, si pud “vedere” la cr¢
scita continua di un tetraedro con i vertici sugli &ssi

che diviene tronco, togliendo dei tetraedri sui 4 vertic|,

che a loro volta si intersecano in tetraedri sui 6 spigg
che quindi debbono essere aggiunti per non essere g
tratti due volte. Infine i secondi tetraedri, con quest
ultimi, si intersecano al centro delle 4 fa€c8i sfrutta

cosi la proprieta del baricentro che divide a meta y
segmento, é situato “a distanza 1/3” dai lati di un trian
golo e 1/4 dalle facce di un tetraedro. Poiché il volum

potenza della lunghezza del suo spigolo, l'ultimo dise-
gno si traduce nella proprieta

X+ [( 4 ) =4] (x-6)** +[ < 4 Q =6] (x-20** - ... =0 vxde

dovee € lo spigolo del cubo a 4 dimensioni che viene
sezionato. Formula che si generalizza facilmente in d
dimensioni (mostrando una proprieta delle D-Spline,
vedi oltre), esprime le differenze finite ed e collegata
alle derivate di ordine superiore al grado di un polino-
mio. Discorso identico per calcolare la probabilita della
somma di 4 distribuzioni uniformi nel continuo e nel

discreto, ove si contano i punti contenuti negli iperte-
traedri tronchi di qualsiasi dimensione.

Collegamenti con gli ipercubi

Gli argomenti collegati all'ipercubo sono vari. Qui ne
esponiamo brevemente solo 4, strettamente collegati fra
di loro, e generalizzabili in qualsiasi dimensitne

o, 1) le tassellazioni dello spazio
Cosi come sezionando con un piano i cubi che tassella-
no lo spazio R si ottiene una tassellazione del piano
R, lo stesso avviene sezionando con un iperpiano gli
ipercubi che tassellano’Rsi ottiene (in un continuo di
modi) una tassellazioftadello spazio R Considerando
che i cubi sono tassellabili con altri cubi, ne derivano
altre proprieta interessanti.
Il problema delle tassellazioni & collegato alla chimica
e, in particolare alla formazione dei cristalli.

2) il problema dell’equiscomponibilita
Cosi come proiettando un cubé $Ti un piano perpen-
dicolare alla sua diagonale si ottiene un esagono, proiet-
tando allo stesso modo vari cubi si ottiene una tassella-
zione del piano con esagoni. Questa tassellazione viene
ad essere equiscomposta dalle tassellazioni del piano
gia ottenute.
Allo stesso modo di quanto avviene alle componenti del
cubo nella proiezione in esagoni, si vede chééeC
proiettato in dodecaedri rombici, che tassellano lo spa-
. zio e devono essere equiscomposti (con continuita)
dalle tassellazioni di Rorecedenti (di cui al punto 1)).
Poiché poi la lunghezza della diagonale deGl dop-
li pio dello spigolo, ci sono altre coincidenze. Ripro-
ot-iettando ancora si riottengono le tassellazioni di R
i L'argomento si interseca con il 3° problema di Hilbert e
con una condizione necessaria e sufficiente per I'equi-
scomponibilita di poliedri, di cui parleremo in un altro
articolo ponendolo in collegamento con una proposta
didattica: i “Tangram nello spazio”.

n

e

di un tetraedro regolare € proporzionale alla terz

a Attraverso le affinita, facilmente rappresentabili con



Cabri, si ottengono i volumi delle iperpiramidi e, con
essi, gli “integrali” e le “derivate”, dei polinomi, visti

geometricamente. E non solo come interpretazione del
calcolo, ma direttamente e quindi in modo piu com
prensibile, evitando lo strumento tecnico del limite, per

ché si fa riferimento a spessori costanti, come del resto

puo avvenire per la sfera. Si tratta praticamente del
metodo, a monte dell'integrale, che ha permesso|a
Guldino, Cavalieri, Torricelli,... di compiere calcoli stu-
pendi, “fisiologicamente” all'interno della geometria €
senza strumenti che rendono spesso il significato
incomprensibile. Anche il volume della sfera si pud
ottenere in questo modo. Da questo deriva facilmente
I'area della sinusoide, utile per applicazioni in fisica
Anzi potrebbe essere molto utile recuperare anche]il
metodo di Archimede. Pensiamoci quando viceversa [ci
accontentiamo di una buona prova in “passaggisticq’.
Questa si manifesta nel caso di una comprensione limi-

tata a come da una formula si passa ad un altra.

Capendo molto poco in generale.
Come dare coraggio nel valutare le proprie capacital e
far capire che “il giocattolo piu grande € la mepfte”
obbligando gli studenti a ripetere “una lunga catena d
sillogismi e passaggetti?
Per semplificare, provando a dare un voto, pensando|a
domani, darei 4 per le pure tecniche, 6 per i concetti e|la
capacita di esprimerli, 8 per quella di apprendern
nuovi e porli in collegamento e 10 per I'attitudine a sco
prirli e riguardarli in modo critico.

[}

3) il rapporto fra discreto e continuo e quin-
di fra geometria, teoria dei numeri e proba-
bilita ..., fra differenze finite e derivate

Si tratta di portare avanti, ad esempio, i metodi dirett
usati da Ferm&te comunque prima di Laplace, il cui
significato intuitivo € stato praticamente annullato dal
'uso di strumenti tecnici pesanti. E’ una grossa limital
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porti, visti, fra queste forme inducono proprieta di teo-
ria dei numeri e si puo arrivare geometricamente fino al
“piccolo teorema di Fermat” e alla somma delle potenze
degli interi. Poiché poi i numeri ipertetraedrici tronchi
indicano i casi favorevoli ad un risultato nella somma di
dadi con f facce, mentre quelli possibili si ottengono
con i numeri ipercubici, si ha finalmente un esempio,
facilmente abbordabile, di somma di n variabili aleato-
rie che peraltro si traduce (o si anticipa) in un sempli-
cissimo “triangolo di Tartaglia” generalizz&toln que-

sto ogni numero & la somma di f numeri della riga pre-
cedente, riproducendo la proprieta per la quale ogni
oggetto dell’aritmo-geometria si pud vedere come
somma delle sue sezioni. Queste in generale sono
appunto f, se f & il numero dei punti sullo spigolo del
cubo, dal quale derivano. Gli aspetti gia visti divengono
ora probabilistici. Cosi le proprieta delle tassellazioni si
traducono in quelle dell’equita nel problema della
“conta” fra n persone: “an-ghi-ngo tre galline e tre
cappo, che facevano all’amore con la figlia del
dottoré®...” Mah!...

4) le B-spline e molte loro proprieta*

Una base della spazio vettoriale delle spline, € costituita
dalle funzioni g che esprimono la misura delle sezioni
di ipercubi con iperpiani perpendicolari ad una loro dia-
gonale principale. Queste sezioni sono degli ipertetrae-
dri tronchi? che a loro volta possono costituire una
interpretazione geometrica delle differenze finite. Gia
sapendo quando un iperpiano non interseca piu un iper-
cubo o quando da origine a delle tassellazioni, si hanno
delle proprieta per le funzioni g. Si pensi ora all'anda-
mento di queste sezioni in un cubo: una parabola rivolta
verso l'alto, per I'area delle sezioni triangolari (per le
quali la base e l'altezza aumentano linearmente), che
continua con una parabola verso il basso, per le aree
degli esagonali (che hanno lo stesso perimetro), con |l

zione non usare questi ultimi? Il problema non e questo vertice di questa parabola nell’esagono regolare. Da qui

e sta invece nella possibilita di capirli effettivamentg,
nell'utilita pedagogica e negli atteggiamenti che provo
ca nei riguardi della matematica.

Piu in generale nel rapporto discreto-continuo si tratta
di adattare allo spazio I'aritmo-geometria dei pitagorici.
Forse e utile riprendere il metodo che é stato fecondo
per chi ha inventato le dimostrazioni. La forma sugger
sce proprieta facilmente verificabili nei numeri interi.
Questi a loro volta, con i loro “ritmi” facilmente riscon-
trabili induttivamente, suggeriscono proprieta da cor
frontare con le forme geometriche. Il tutto & “condito’
da un fecondo e diretto rapporto con la dimostraziong.
Quanto gia visto fa nascere i numeri ottaedrici, dode
caedro rombici e ipertetraedrici, tronchi o0 meno. | rag

in poi la g procede simmetricamente. Queste g sono
cosi sufficientemente “lisce” e “a campana”. Come nel
teorema di Bernshtein, ove le funzioni Beta, lisce e a
campana, si prestano per essere “inzeppate” sotto le
funzioni che si vogliono approssimare, si pud fare un
uso analogo con le spline g. Poiché poi, sia le Beta che
le g sono o divengono densita di probabilita, si hanno
delle interessanti interpretazioni probabilistiche.

Anzi, poiché la probabilita risulta difficile, potrebbe
essere didatticamente interessante accostarla alla/geo-
metria che costituisce sicuramente un linguaggio pit
naturale. Basta vaccinarsi dai rischi di una interpreta-
zione oggettivistica della probabilita. Chi lo dice & sicu-
ramente preservato da tale ris¢hio
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Inoltre, poiché gli ipercubi possono rivedersi come der
sita congiunte di distribuzioni uniformi, con le propriet3
approssimanti delle spline si puo reinterpretare il sogno
di Laplace di ricondurre la “densita iniziale” della stati
stica Bayesiana alle distribuzioni uniformi.

Infine il teorema del limite centrale & riconducibile allg
tendenza verso la distribuzione normale delle spline g,
opportunamente normalizzate, che precisano cosi |la
loro forma a campana, intuibile dalle sezioni dei cubi.
E’ la traduzione in termini geometrico-analitici di un
fatto probabilistico.

La densita congiunta di variabili aleatorie normalizzate,
e quindi aventi “misura” unitaria, € come se avesse per
dominio “di base” un ipercubo di spigolo unitario. La
somma di variabili aleatorie seziona questo e la distii-
buzione ivi definita. Quest'ultima ha perd sempre men
influenza sulla misura delle sezioni, perché si sviluppa
in una sola dimensioffe Al contrario I'incidenza mag-
giore é data dalla misura delle sezioni degli ipercubi
“della base” che aumentano di dimensione fino ad avere,
al limite, infinite diagonali e simmetria circolare. Questg
e la varianza finita, caratterizzano la distribuzione no
male. La somma di variabili aleatorie, di densita varie,
tende cosi ad avere, indipendentemente da queste
densita delle sezioni dell'ipercubo dove sono definite.
L'indipendenza stocastica facilita i calcoli, ma si intravet

de che potrebbe essere sostituita dalla indipendenza *°

logica, per evitare dei buchi, e da correlazioni, ad esem-
pio, tutte uguali e negative che al limite divengono nulle.
E’in questo modo che tende ad essere ininfluente rein-
bussolare o meno una pallina in un’urna con un numero
crescente di palline, cosi come, all’aumentare della

sioni, Adelphi, 1966 (1884). | curatori del libro rilevano che in
inglese square e Squire significano “quadrato” e
“Gentiluomo” per significare sia che il libro & stato scritto e
illustrato da un quadrato, sia che i quadrati, in Flatlandia,
appartengono alla classe dei gentiluomini.

2 Sono le ultime parole “in” Flatlandia.

8 Avrebbe fatto riferimento alle immagini mentali, se le
avesse conosciute.

4 Flatlandia, p. 138.

5 A. Einstein, Teoria della relativita, 1905 (Einstein aveva
26 anni).

6 B. de Finetti,Matematica logico intuitivaCremonese,
1957, p. 261 (E.S.T., 1944). Credo sia necessaria una riconsi-
derazione di questo grande innovatore in matematica, in eco-
nomia e in filosofia della scienza, che si & occupato molto di
didattica. | suoi scritti sono stati tradotti in inglese, francese,
tedesco e persino polacco e una associazione europea, con
sede nell’Universita di Amsterdam, ha ultimamente istituito
un premio in onore di de Finetti. Permettete allora di fare una
rassegna di alcune idee, sue o a lui vicine, che forse ci posso-
no interessare. Comunque ci vuole poco a saltarle.

7 Leonardo PisandLiber Abaci”, 1202.

8 B. de Finetti, Periodico di Matematiche, numero unico,

la1976.

o Per questa citazione e per le due successive: B. de
Finetti, Matematica..., p. 256, p. XllI, e p. XII.

Hermann HesseNarciso e BoccadoroMondadori,
1933 (1930) p. 385-387.

1 Pierre Simon de LaplacEssai de philosophje.819 (in
Induzioni Demografia, probabilita, statistica a scuola, n. 0,
1990, p. 23).

12 W.A. Mozart, Letters Hans Hersmann (Ed.), Dover,

dimensione, tendono ad essere perpendicolari le altezze New York 1972, pp. VII-VIII.

di un ipertetraedro regolare, che anzi collassa su queste,

con un volume che tende a zero.
Il discorso dovrebbe essere certamente piu ampio| e
comungue risulta approssimativo.
Ma si puo precisare meglio.

Non si chiede che sia semplice. Si vuole solo affermare
una forte esigenza di ricerca didattica per cercare I'am-
biente nel quale comprendere, ricordare, collegare|e
crescere intellettualmente, meglio. O almeno pensando
anche a questo, e non soltanto alla matematica.
L'obiettivo & una filosofia didattica operativa, corredata
da molti esempi, che abbia una adesione sempre pi
convinta da parte di tutti coloro che ne sono interessat).
Una accettazion®btorto collo” serve a poco.

Note al testo

! "Fie, fie how franticly | square my talk!”. Questa cita-
zione shakespeariana si trova sul frontespizio dell’original
di: E. A. Abbot, Flatlandia, racconto fantastico a piu dimen

D

c

13 B. de Finetti, Teoria delle Probabilita, Einaudi 1970, p.
584.

4 Si puo vedere: G. C. BarozZ\ritmetica un approccio
computazionaleZanichelli, 1987 e P. Antognini, G. C.
Barozzi, Matematica & Mathematica, Zanichelli, 1995.

*  Queste immagini, a differenza di quelle di cui si & parla-
to, ma sempre con variazioni continue, sono state ottenute con
il programma Cabri 2.1.

6 Si puod vedere sull’'argomento: M.A. Mariotti, Immagini

e concetti in geometrid,'insegnamento della matematica e
delle scienze integrateol. 15, n.5-sez.A e B, 1992, 863-885;
M.A. Mariotti, Il ragionamento geometrico nell’ambito dei
problemi di insegnamento/apprendimento della matematica,
in B. D’Amore (ed.),L’apprendimento della matematica:
dalla ricerca teorica alla pratica didatticaPitagora, 1994,
348-353; M.A. Mariotti, Images and concepts in geometrical
reasoning, in Exploiting Mental Imagery with Computers in
Mathematics EducatidnEdited by R. Sutherland, J. Mason,
NATO ASI Series F, V. 138, Springer, 1995, 97-116.
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E questo il significato proposto per la parola Fusionismp
prima da Klein e poi soprattutto da de Finetti.

8 La mia posizione, gia espressa nel Congresso dell’'UM
dell’87 di Torino e riassunta negli Atti, per quanto possa valg
re, & in favore di questa ultima soluzione. Per alcune motiv
zioni illustrate pit ampiamente, che rimangono immutat
anche se espresse in ambito diverso, si puo veNetiiario
UMI, suppl. al n. 7, 1994, p. 59-6%tti del Convegno
I.R.R.S.A.E.-MarchePensiero scientifico e creativita, Ancona
1994, p. 141-149; Insegnamento della Geometria attraverso
I'analogia e I'induzione: spazi n-dimensionali per una propo-
sta di “fusionismo” Notiziario UMI, suppl. al n. 9, 1995, pp.
196-203, e Formule e teoremi per induzione naturale |e
Fusionismo globaleAtti del Il Seminario Internaz. di
Didattica della Matem., Lingue e linguaggi della matematical
Sulmona, Ed. Qualevita, 1995, 165-172.

Gia che ci siamo, forse sarebbe da riconsiderare il meto
della discussione dei problemi attraverso le coniche.

¥ Sij riporta un frase detta da uno degli ultimi presidenti
dell'UMIL.
2 Sj fa riferimento al Cabri Géometre che possiamo defi-
nire “euclideo” per il tipo di strumenti che usa e non al Cabti
Geometry Il, che € molto piu potente e puo trasportare |e
misure.

2 C*é stato gia definito. | valori di i = 2,3 corrispondono
al quadrato e al cubo.

2 Lorigine come 5° punto semplifica la successiva defini
zione di C perché si potra scegliere il primo punto, e non I'ul
timo, nella lista che compare sullo schermo per eliminar
I"ambiguita”. Si facilita la costruzione se i primi 4 punti
appartengono ad una circonferenza di centro O e sono unit
guesto da segmenti che, in senso orario e a partire dalla de
dell’'origine, formano angoli di 90°,45°,90° e 135° .

% Leggere: punto medio (m) fra il punto 1 e 2, indicatd
con A, e poi fra 1 e 4, indicato con B, simmetrico (s) di
rispetto al punto A, indicato con 5, punto medio ... C, simme
trici dei punti 0,1,2 rispetto al punto C, indicati rispettivamen
te con 7,8,9 .... Appena costruiti i punti medi A,B,C,D con
viene evidenziarli per non confonderli con i vertici.

2 Se il disegno e ben effettuato formano una croce.
Naturalmente una parte degli spigoli poteva essere dige-
gnata precedentemente.
% Con qualche espediente si puo essere sufficientemente
precisi. Ad esempio i 2 quadrati, sfalsati a 45°, si sovrappon
gono su “poco meno di 1/3” dello spigolo.
% In verita, considerando che la riduzione di scala € bene
averla a portata di mano in 2’, conviene procedere con questa
successione: 0, 0', 2, cerchio ¢’, 00, 2 (per parallelismo), ¢
1,3,4 su c, parallele da 0’ e intersezioni con c'.

% Ci sono altri accorgimenti per far coesistere (volendo),
ad esempio una retta per 01 con i segmenti, intersecando
guesta il primo cerchio, e su quelli i cerchi successivi, ma nan

po2
[
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vale la pena parlarne.

2 Se si vuole evidenziare I'ottaedro senza la sovrapposi-
zione di alcuni spigoli, basta ruotare (anche di poco) i versori.
% Con dei nuovi prolungamenti, facilmente intuibili, otte-
nuti sempre con segmenti fra punti costruiti per simmetria.

s Naturalmente quest’ultimo tetraedro, cosi come il tetrae-
dro tronco precedente, potevano essere ottenuti, come all'ini-
zio, con un cerchio, in questo caso intorno al punto 10. Ma si
e voluto usare sempre lo stesso algoritmo, anche perché e piu
utile per la comprensione dell’'ultima formula. Analogamente
poteva essere usato il parallelismo o una tecnica mista.

% Non sono stati disegnati i vari tetraedri per non togliere
la vista a quell’'ultimo ardimentoso che é arrivato fin qui.

% Per convincersi meglio conviene scendere in dimensione
3 (oppure 2). Il cubo viene sezionato da un triangolo grande
dal quale si tolgono dei triangoli sui suoi vertici (ottenendo
degli esagoni), che si incontrano sui suoi spigoli e poi al cen-
tro delle facce. | poligoni che si ottengono sono le facce delle
sezioni di C.

% Se sara possibile, in seguito si cerchera di presentare una
parte di questi argomenti.

% Chi volesse cimentarsi in una comprensione maggiore,
impossibile in nota, senza figure e senza i casi analoghi in
dimensione inferiore, consideri 4,&on spigoli unitari paral-

leli agli assi coordinati e “in fila” cioé con 8 spigoli allineati, e
ad es., con vertici corrispondenti rispettivamente in (0,0,0,0),
(-1,0,0,0), (-2,0,0,0) e (-3,0,0,0). Se il prim6 &€intersecato
dall'iperpiano gia precisato, in un tetraedro, come i primi in
Fig.1, contemporaneamente gli altri sono intersecati rispetti-
vamente in un tetraedro tronco, un tetraedro tronco e un tetre-
dro. Poiché i 4 €considerati formano un “prisma cubico” ove

straciascun €ha un cubo in comune con il successivo, questi 4

poliedri sono uniti nelle sezioni di questi cubi, formando un
romboide, che & un cubo “allungato” nella direzione della dia-
gonale, che, come il cubo, tassella lo spazio. E’ come se tutto
lo spazio, tassellato da cubi, venisse allungato assieme al cubo
che diviene romboide. Lo stesso romboide é formato da
tetraedro, ottaedro e tetraedro, tutti con spigoli di lunghezza
r/2, ottenuti quando il primo ‘iene sezionato con I'iperpia-

no passante per i vertici contigui all’origine.
“Induttivamente”, iniziando da 3 cubi, tutto € piu semplice.

%  E’una frase di Charlie Chaplin nel film “Luci della
ribalta”.

% Dall'ultima frase di de Finetti riportata all'inizio.

Fermat non considerava I' “ultimo teorema” il piu
importante dei suoi risultati. |l teorema che considerava “piu
bello e generale” indica una formula per il numero di punti
degli “ipertetraedri” (anche qui non ha “né tempo né spazio
per riportarne la spiegazione (semplice (n.d.r.)) sul margine”
del libro). P. de FermatQsservazioni su Diofanto

38

su Boringhieri, 1959, p. 108.

% | “Brocca”, poco coerentemente, parlano della “legge
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dei grandi numeri” e del teorema “del limite centrale”, ma
non di somma di variabili aleatorie, diverse da eventi.
40
fra n persone, indica un numero con le dita della propr
mano. Sommati questi, si procede a contare, partendo da
persona .... Hanno tutte la stessa probabilita?

41
consigliato di saltare questa parte. E’ stata aggiunta solo {
mostrare dei collegamenti con sviluppi recenti della matema
ca.
‘2 Le B-spline non vengono presentate come ipertetraeg
tronchi, anche se questi sono collegati alla espressione anal
ca di tali funzioni.

4 Sicuramente mi ripeto, ma considero quasi un obblig
farlo (permettetemelo, almeno in nota). Perché una del
poche cose di cui vado orgoglioso, anche se non rapprese
un mio merito, & I'aver lavorato con delle persone ecceziona
Emma Castelnuovo, con il fascino dei suoi argomenti ch
continua a diffondere: matematica e arcobaleno, matematic
biologia, matematica e arte ..., e che eredita la tradizion
della “Scuola Romana”, Bruno de Finetti, uno dei massimn
esponenti del Soggettivismo (nel suo corso ho svolto per ma
anni le esercitazioni e mi sembra di aver appreso parecc
soprattutto in campi diversi dalla matematica. Comunqu
sono “oggettivamente vaccinato”) e Lucio Lombardo Radice
il cui manifesto era 'unita della cultura umanistica e scientifi
ca. Quindi un “Uomo del Rinascimento” (dal titolo del sua
libro: Editori Riuniti, 1958) e come tale anche lui, con Emmg
e de Finetti, un vero fusionista. Ne viene fuori un
“Fusionismo Globale”: come motivazione, nella scienza e cq
la cultura umanistica. Come si fa ad essere contrari, speci
mente oggi, ad una filosofia cosi suggestiva e invece fautori
un suo opposto schizofrenico?

Spesso penso ai miei maestri e a quanto mi hanno dato. E’ |
stimolo. Poi tristemente considero che, avendo a che fare @
delle persone che fanno la storia e la cultura, ci si illude
poterli imitare.

4 Ad esempio, le sezioni did(berpendicolari alla diago-
nale (che tende ad avere lunghezza infinita, al crescere di
agli estremi di questa, costituiscono uno zero di ordine
“Quindi le code” rimangono infinitesime, o tendono a diveni
re tali al crescere di d, anche se vengono moltiplicate per u
altezza (la densita) infinita di ordine qualsiasi (finito). Il
discorso deve essere precisato, ma € gia forse piu credibile
guando si intenda il limite come curva degli errori. Ne risult
una certa probabilitd per un errore grande quanto si vuo
positivo o negativo. Eppure gia Galilei considerava assurg
valutare l'altezza di Montemorello con un numero negativg
come se fosse “non solamente alto punto, ma ... una lagun
voragine profonda”. Si puo vedere: L. Lombardo Radice e E
Segre, Galileo e la matematicdaggi su Galileo Galiie G.
Barbera Ed., 1967, p. 24-25.

In effetti la conta cui si allude & quella in cui ciascuna,

Chi non é specificamente interessato all'argomento|e

Calbri in billioteca

""® Nel Notiziario UMI del mese di luglio 1997 sono
stati pubblicati gli Atti del XVII Convegno
Nazionale UMI-CIIM “Dalla Scuola media alle
Superiori, continuita nell’insegnamento della
matematica”. Fra le comunicazioni compare I'in-
tervento dal titolo “Fare geometria con software
didattico, un metodo per realizzare la continuita”,
di Franca Noé e Giuliana Bettini , in cui si presen-
o ta un percorso didattico che utilizza il sw Cabri
| traendo lo spunto da lavori pubblicati sul bollettino
nta CABRIRRSAE.
i 1 N° 26 della collana “I Quaderni di Innovazione e
e Scuola” edita a cura delllIRRSAE-Marche, ha
. e come titolo “CABRI GEOMETRE IN CLASSE,
e quaderno per I'apprendimento di Cabri e I'ap-
profondimento delle coniche” di Maura Brambilla
ti €d Enrico Lamanna. Il Quadrerno puo essere
hio richiesto all'lRRSAE-Marche, Corso Garibaldi 78,
e 60121 Ancona, Fax 071/201493.
La Casa Editrice Pitagora, di Bologna, ha iniziato
la pubblicazione di una collana di matematica, LA
LENTE D’INGRANDIMENTO, destinata a curio-
si, a insegnanti e a studenti di scuola superiore;
sono usciti i primi due volumi della serie
n “Strategie matematiche”:
al- W. Maraschini, M. Meneghini, M. Palma
di “Strategie matematiche: costruire, dimostrare”.

Nel volume si affrontano e si inquadrano i classici
no problemi di costruzione con riga e compaso. Vi &
on anche una interessante raccolta di problemi tratti
di da gare e olimpiadi di matematica.

W. Maraschini, M. Meneghini, M. Palma

“Strategie matematiche: formalizzare per risolve-
d), re”. Nel volume viene affrontato uno dei punti
d. chiave dellapprendimento matematico: la mate-

matizzazione, cioél la ricerca di un’espressione
na matematica che descriva un problema.

La vendita dei volumi puo avvenire anche per cor-
di rispondenza; per ulteriori informazioni rivolgersi a
a  Pitagora Editrice s.r.l. Via del Legatore 3, 40138

e, Bologna, tel. 051/530003, fax 051/535301.
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Come {are

Continua in questo numero la presentazione dei
lavori prodotti da alcuni gruppi che si sono costituiti
urante un corso di aggiornamento promosso

dall'IRRSAE-ER nella primavera del 1995. Ciascuno

i
superig

Presentazione dell’U.D. “Le
isometrie: osserva, costruisci
e scopri”

Proposta di un percorso didattico per I’
introduzione delle isometrie 'trum‘ite I’ uti-
lizzo del software # CABRI-GEOMETRE ~

Gruppo di lavoro:

Grazia Grassi

ITIS “ Ettore Majorana “ San Lazzaro Di Savena Bo

Paola Nanetti

ITC “ G. Salvemini “ Casalecchio Di Reno Bo

Maria Cristina Silla

ITCG “ L. Fantini “ Vergato Bo

Aurelia Orlandoni

ITC “G. Salvemini “ Casalecchio Di Reno Bo

L a costruzione di questa U.D. nasce da piu esige
ze didattiche:

« dare continuita allo studio della geometria nel passag-

gio medie-biennio superiore e biennio superiore-trien

nio;

* recuperare, almeno in parte, lo studio della geometrja

sintetica negli Istituti Tecnici Commerciali (purtroppo

trascurato nella prassi didattica)

« utilizzare Cabri per un apprendimento significativc

delle isometrie.

Il percorso del biennio si pud considerare costituito da
tre parti:

]
T

1. Introduzione a Cabri
Vengono proposte due schede iniziali, una di presenta-
zione da utilizzare insieme ai primi venti minuti della
cassetta su Cabri del professor Boieri e una scheda
manualita con cui ripassare le nozioni fondamentali

tollettine CABRIRRSAE

di tali gruppi ha scelto un argomento sul quale ha
progettato, sperimentato e discusso un percorso

idattico sull'utilizzazione di Cabbri-géométre nel-
I'insegnamento della geometria.

della geometria euclidea e contemporaneamente
apprendere e consolidare i comandi di Cabri.

2. Le trasformazioni geometriche:

le isometrie.

Viene proposta una scheda finalizzata all’acquisizione

del concetto di trasformazione geometrica e della termi-

nologia inerente.

Vengono successivamente proposte schede di lavoro
guidate che introducono:

* la simmetria assiale

* la traslazione

* le rotazioni

* la simmetria centrale

Gli obiettivi che ci si propone di raggiungere con queste
schede sono:

« definire le varie isometrie

« costruire le trasformate di figure date

« individuare gli invarianti

e individuare gli elementi uniti e fissi

A tale scopo sono state costruite varie tipologie di sche-

de:

» schede di lavoro guidate svolte con I'utilizzo dello
strumento informatico

« schede di manualita

« schede di esercizi di consolidamento

* schede per la verifica formativa

Completa questa fase una scheda di approfondimento
che utilizza i concetti appena introdotti per fare eseguire
agli studenti delle costruzioni di figure geometriche
(triangolo isoscele, equilatero, quadrato , etc..)

3. Curiosita, natura ed arte

Per stimolare l'interesse e la curiosita egli studenti,
sono state introdotte tre schede:

e curiosita

* la simmetria nella natura

* la simmetria nell’arte

Queste schede, uscendo dal campo prettamente mate-
matico, portano lo studente a “giocare” con le proprieta
delle simmetrie appena introdotte ed a osservare quanto

dinella natura e nell’'arte siano presenti le isometrie, con-

cetti che potevano sembrare esistere solo nell’ambito
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matematico.
L'U.D. & completata da una verifica sommativa.

Considerazioni didattiche
L'U.D. é stata sperimentata in alcune classi prime dli
I.T.C. e in una classe seconda di un I.T.I.S., con risulta
ti, dal punto di vista didattico, positivi nei seguenti
aspetti:

« 'approccio alla geometria risulta pitl immediato e piu
coinvolgente, stimola curiosita ed interessi che un
approccio di tipo tradizionale non consente;
« gli alunni, potendo manipolare le figure e trasformar-
le, vivono la geometria come un fatto non statico, ma
dinamico, che permette di far emergere la loro creativita
e fantasia;
« togliendo le difficolta legate all’esecuzione esatta del
disegno, i ragazzi concentrano le loro capacita sulla
scoperta e verifica di proprieta e relazioni; si propone
quindi un approccio alla geometria di tipo induttivo che
permette agli studenti di scoprire proprieta e teoremi, d
cui hanno una verifica empirica, e che non subiscono
come conoscenze gia confezionate.
La sperimentazione si € effettuata diluita nel tempo uti
lizzando due ore settimanali di laboratorio.
L' U.D., perd, pud essere concentrata in un periodo ben
definito, nel caso in cui sia possibile utilizzare il laborar
torio in modo continuo, oppure diluita nell'arco di tutto
il biennio.

La metodologia usata, che si é rivelata particolarmente
valida, consiste in:

« lavoro di gruppo col coordinamento del docente;

« discussione collettiva sui risultati ottenuti;

* sintesi e sistematizzazione finale.

Alla luce dei risultati ottenuti nella sperimentazione
I'U.D. é stata inserita nel lavoro curriculare delle scuole
in cui é stata provata.
Si presenta, di seguito, a titolo esemplificativo, un
esempio di scheda guidata.

Simmetria assiale parte prima
Obiettivi:

« definire la simmetria assiale

« individuare punti e rette fisse

« costruire la figura simmetrica di figure date
Metodologia:

« lavoro di gruppo

Strumenti:

« laboratorio informatico

« scheda di lavoro guidata

- Crea una retta per due punti e chiansala

- Crea un punto P esterns a

- Costruisci la retta perpendicolare alla retigassante
per P e chiamala

- Costruisci il punto H intersezione gle h

- Costruisci sth un punto P’ Che si trovi dalla parte

opposta a P
- Crea i segmenti PH, P’H e misurali
- Sposta P’ fino a quando PH=P’H

| punti P e P’ tali che PP’ perpendicolare sl tale che
PH=P’'H si dicono simmetrici rispetto alla regaioe

P’ é il simmetrico di P rispetto alla retsala relazione

tra i punti del piano che al punto P fa corrispondere P’
ottenuto come prima descritto € un a trasformazione
geometrica chiama@®MMETRIA ASSIALE di asses.
Cabri & in grado di trovare il simmetrico di un punto
rispetto ad una retta ( cerca nel menu costruzione ).

- Crea una retta per due punti chiansta

- Crea un segmento AB esterno alla retta

- Trova il suo simmetrico AB’ rispetto asle costruiscilo
- Misura i due segmenti; cosa concludi?

Quando A coincide con A?
Quando AB coincide con AB'?

- Crea una retta per due punti e chiansala
- Crea un triangolo ABC esterno alla retta
- Trova il suo simmetrico AB’'C’rispetto asl

Quando C coincide con C'?
Quando il lato AB coincide con il suo simmetrico AB’?

Concludendo ci sono punti fissi nella simmetria assiale?
Nella simmetria assiale ci sono rette fisse? Se si quali?

Simmetria assiale parte seconda
Obiettivi:

« definire la simmetria assiale

« individuare gli invarianti

« costruire la figura simmetrica di figure date
Metodologia:

« lavoro di gruppo

Strumenti:

* laboratorio informatico

* scheda di lavoro guidata

Proviamo ora a risolvere il problema presentato nella
scheda di manualita ( disegnare la simmetrica di una
rettar rispetto ad una retta s incidente alla precedente )
con l'utilizzo di Cabri.

- Crea una retta per due punti e chiansala

- Crea un ‘altra rettaincidente ads

- Costruisci il punto O intersezionerde s

- Segna I'angolo di vertice O e late se misuralo

- Trovar’ simmetrica dr rispetto ads. lllustra la proce-
dura che hai seguito.

Cosa noti ?
In quali casir coincide comr’ ?



In ciascuno di tali casi puoi affermare che ogni punto ¢i
r ha come simmetrico se stesso?

Quali punti hanno se stessi come corrispondenti in og
caso?

Ci sono rette unite in una simmetria assiale ? Se si qual
sono ?

L'asse di simmetria chi ha come corrispondente in uf
simmetria assiale rispetto a se stessa?

Che differenza rilevi tra I'asse di simmetria e le rett
unite ?

a

D

- Crea una rettaper due punti

- Crea un parallelogrammo ABCD

- Costruisci il parallelogrammo AB’C’D’ simmetrico
di ABCD rispetto acs

- Verifica che si conserva la misura degli angoli e dei
lati.

Si conserva I'orientamento dei vertici?

- Crea una rettaper due punti
- Crea una rettaper due punti .

Quando la simmetrica dirispetto ads & parallela ad?
Se creo una ulteriore rettparallela ad le loro simme-
triche rispetto ad sono ancora parallele?

tollettine CABRIRRSAE

Se eseguo due volte di seguito la simmetria di una figu-
ra rispetto allo stesso asse che cosa ottengo ?

Applicando due volte la simmetria rispetto allo stesso
asse non cambia niente: ogni figura ritorna alla posizio-
ne iniziale. La trasformazione che lascia tutto fermo si
chiama IDENTITA;

anch’essa infatti & una corrispondenza biunivoca del
piano con se stesso perche ad ogni punto viene associa-
to se stesso.

Riassumendo in una simmetria assiale gli invarianti
sono:

lunghezza lati
ampiezza angoli
orientamento vertici
parallelismo

aree

TT

Vv

\%

\%
\%
\Y

Quali sono i punti fissi di una simmetria assiale?
Quali sono le rette fisse di una simmetria assiale?
Quali sono le rette unite di una simmetria assiale ?

E’una isometria ? Se si diretta o inversa ? Perché ?

i
superig

Simmetria assiale
e simmetria centrale

Gruppo di lavoro formato dai docenti:
Carla Ballandi, Giuliana Bettini, Alberta Goldoni,
Daniela Mussini, Elisabetta Palazzi, Marco Turrini.

Introduzione

In questo articolo viene presentata una unita didattica
sperimentata nel L.S. “Wiligelmo” di Modena, riguar-
dante lo studio dei triangoli e dei parallelogrammi rea-
lizzato attraverso due isometrie, rispettivamente la sim-
metria assiale e la simmetria centrale.

Questa Unita Didattica é stata presentata in quattro clas-
si prime, alla fine del 1° quadrimestre, dopo aver intro-
dotto alcuni concetti fondamentali di matematica quali
quelli di insieme, di corrispondenza, di funzione e di
direzione. Si suppone inoltre di aver avviato lo studio
della geometria euclidea, introducendo i primi elementi
di quello che si chiama “un sistema assiomatico”: con-
cetti primitivi, assiomi, teoremi, regole di inferenza.

Questo lavoro prevede l'utilizzo del software CABRI-
GEOMETRE sia per la validazione di teoremi gia cono-
sciuti, che per la scoperta di proprieta delle figure geo-
metriche non ancora note. Sono infatti previste attivita
mediante le quali gli allievi possano verificare teoremi
gia dimostrati, e altre mediante le quali possano giunge-
re alla scoperta di proprieta delle figure, che dovranno
essere successivamente giustificate razionalmente, e
sistemate nellimpianto della geometria euclidea.

Metodologia

L'Unita Didattica progettata prevede la somministrazio-
ne di schede di lavoro che gli studenti dovranno com-
pletare in laboratorio, lavorando in gruppi di due o tre
persone.

L'uso della scheda se da una parte limita i gradi di
liberta dello studente, dall'altra ha il vantaggio di gui-
darlo su percorsi che lo portano, tramite costruzioni e
manipolazioni della figura, a formulare ipotesi e a sco-
prire proprieta.

L'attivita di gruppo viene seguita solitamente da una
discussione collettiva, in cui si confrontano le risposte
date dai vari gruppi e da una lezione frontale, in cui
'insegnante sistema opportunamente le nuove cono-
scenze all'interno della costruzione euclidea. Le schede
opportunamente completate, verranno utilizzate dagli
allievi per lo studio domestico.
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Descrizione delle schede
Nella prima parte della Unita Didattica viene affrontatz

la simmetria assiale dal punto di vista costruttivo, ng
vengono scoperte le proprieta invarianti e ne vengono

individuati gli elementi (punti e rette) uniti. Quindi,

attraverso il concetto di figura con assi di simmetria $

perviene a una classificazione dei triangoli in base

numero di assi di simmetria che possiedono, e vengo
studiate le proprieta del triangolo isoscele e del triang
lo equilatero.

Le schede proposte e i tempi mediamente necessari

la loro esecuzione sono i seguenti:

La simmetria assialél ora)

Elementi uniti in una simmetria assidle ora)

Invarianti della simmetria assial@/2 ora)

Figure con assi di simmetria classificazione dei trian
goli (1+ 1/2 ora).

Si ritiene opportuno a questo punto procedere con

dimostrazione dei criteri di congruenza per i triangoli
da effettuare senza I'ausilio del calcolatore.

Nella seconda parte dell’'Unita Didattica viene affronta

ta la simmetria centrale come composizione di simme
trie assiali ad assi perpendicolari, ne vengono studiati

gli invarianti e gli elementi uniti. Quindi, attraverso il
concetto di figura con un centro di simmetria, si giung
alla definizione del parallelogramma e se ne studiano
proprieta; si procede quindi a classificare i parallelg
grammi in base al numero di assi di simmetria, ch
eventualmente possiedono, in rettangoli, rombi e qu
drati. Per questa seconda parte le schede proposte
tempi mediamente necessari per la loro esecuzione sd
i seguenti:

La simmetria centralél/2 ora)

Elementi nella simmetria centraf& ora)
Invarianti nella simmetria centralél ora)
Figure con un centro di simmetr{a/2 ora)
Parallelogramma(1 ora)

Rettangold1 ora)

Rombo e quadrat(l ora)

Nota sulla sperimentazione delle schede

L'uso di CABRI ha reso piu leggera la quantita di lavor

ro richiesta dalle isometrie. Tutti gli studenti hanno par
tecipato con interesse alle attivita proposte e gli alun
pit deboli sono stati stimolati dall’'uso del calcolatore

dalla possibilita di lavorare in gruppo con i compagni.

Tuttavia alcuni gruppi sono stati molto veloci, altri piut-
tosto lenti, rendendo difficile stabilire il tempo necessa
rio per eseguire una scheda. Per ovviare a questo inc
veniente si € pensato di fornire ai gruppi piu velog
schede con esecuzioni libere di approfondimento.

SCHEDA N° 1

Primo approccio alla simmetria assiale.
Caricare la prima figura:

(ARCHIVI/ APRI / CACABRIN\SIMMASS\F1)

1554

L

no

O
1

Costruire i simmetrici dei punti A, B, C rispetto alla
retta a detta asse di simmetria:

(COSTRUZ / SIMMETRICO DI UN PUNTO)

Chiamare i punti cosi costruiti con A, B’, C":

(EDIZIONE / NOMI)

Spostare uno dei punti di partenza e contemporanea-
mente osservare come si muove il suo simmetrico.

Se un punto non appartiene all'asse, il suo simmetrico
si trova nel semipiano

per Provare a muovere uno qualsiasi dei punti A, B, C

la

17
i

le

e

Quand’é che un punto arriva a coincidere con il suo
simmetrico?

Puoi dire inoltre, da quanto osservato, che ogni punto
dell’ asse & un punto unito quindi I'asse & una retta di
punti uniti nella simmetria assiale.

Proprieta della simmetria assiale.

Costruire i segmenti AB e AB”:

(CREAZ /| SEGMENTO)

Misurare i segmenti AB e AB’, cioe misurare la distan-
zatraAeBequellatraAeB: (DIVERSI/ MISU-
RA)

Che cosa osservi?

Ladistanzatra A e B €.....occcvvveiiiiiiiie e

e iPuoi allora affermare che la simmetria assiale € tale che
NO MANLIENE INVANALA. ......ciiiieeeiee e e

e quindi € una
Creare un punto P:

(CREAZ / PUNTO),(EDIZIONE / NOMI)

Costruire il simmetrico di P rispetto ad a con la macro
simmetrico marcato che permette di rappresentare in
modo pit marcato il simmetrico di un punto:
(COSTRUZIONE / SIMMETRICO MARCATO)

Chiamare P’ il punto simmetrico ottenuto:

(EDIZIONE / NOMI)

Costruire il simmetrico di P’ rispetto ad a:
(COSTRUZIONE / SIMMETRICO MARCATO)

Che cosa osservi?

on- Possiamo quindi concludere che:

la simmetria assiale € una trasformazione geometrica
piana che:

1) ad ogni punto non appartenente all'asse di simmetria
associa un punto appartenente al semipiano opposto

2) ad ogni punto dell’'asse di simmetria associa se stesso
3) & una isometria

4) é involutoria



Asse radicale
di due circonferenze

di Roberto Ricci
Liceo Scientifico “A.Righi”, Bo

S

copo di queste righe e soprattutto mostrare come
costruire I'asse radicale di due circonferenze in
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metro con i quali P é allineato, possiamo derivare il
risultato dalla similitudine tra i triangoli PAB’ e PAB.

Si ha che PA°B=PA-PB’e questo prodotto costante &
anche detto potenza di P rispetto alla circonferenza
data. Puo essere utile osservare che, se T & un punto
della circonferenza e PT & una tangente, allora

PAPB=PT.

Luogo dei punti di uguale potenza

modo semplice e con un numero di oggetti abbastanza rispetto a due circonferenze

limitato, inferiore al numero degli oggetti nelle costruzio+
ni note e ricordate ad esempio su C. Pellegrino e M.
Zagabrio inlnvito alla geometria con Cabri-géométre
ed. IPRASE del Trentino, ‘96. Nelle scuole superiori e
guasi inevitabile affrontare 'argomento quando, nell'am-
bito della geometria analitica, si pone il problema di tro-
vare le coordinate dei punti intersezione di due circonf

~
‘3.

11°)

Date due circonferenze, detti A e B i centri e@ s i
rispettivi raggi, per i punti P con uguale potenza, detti
R:S: e RSs i diametri delle due circonferenze con cui P
¢ allineato e osservato ad esempio che:
PR.-PS=(PA+m)|PA-14, si puo affermare che:
PA’-r.’=PB"rs ovvero che:

PA-PB=r."-1s". Questa osservazione suggerisce,se r

renze di equazioni date; sottraendo a una delle due equa-r, dj costruire innanzitutto un punto K sulla perpendi-

zioni 'altra, si ottiene I'equazione di una retta detta asse
radicale. E’ evidente dunque che, se le circonferenze
sono secanti, 'asse radicale congiunge i due punti comu-
ni, o, se sono tangenti, & la tangente comune. In questi
due casi la costruzione dell'asse radicale € immediata;
invece resta a volte la curiositd di come costruirlo nel
caso in cui le due circonferenze non si intersecano. Nel
seguito approfondiremo la questione con Cabri, natural
mente facendo uso della geometria elementare.

Potenza di un punto
rispetto a una circonferenza
Se consideriamo una circonferenza ed un punto qualun-
gue del piano, si pud osservare che, detti A e B i punti
in cui una retta passante per P incontra la circonferen
il prodotto & costante.

Se il punto P sta sulla circonferenza cio & evidente:
PA-PB = 0. Altrimenti, detti A e B’ gli estremi del dia

colare da B ad AB tale che BKm2rs? , quindi l'asse
del segmento AK e il suo punto P intersezione con AB.
Infatti se PK=PA allora PAPB=BK". Possiamo dire
allora che il luogo dei punti di uguale potenza rispetto
alle due circonferenze, detsse radicaleé la perpen-
dicolare condotta da P alla retta AB.

a.l.

Infatti per ogni punto Q che sta sulla perpendicolare
condotta da P alla retta AB vale la relazione:
QA’-QB’=QP+PA-(QP +PB)=PA™-PB’; viceversa se
QA’-QB’=PA-PBallora QA-PA’=QB’-PB’e dunque i
triangoli APQ e BPQ sono rettangoli in P.

Tutto € dunque ricondotto alla costruzione del punto K:
» costruire le intersezioni della circonferenza data di
centro B con la retta AB;

« costruire la circonferenza di raggioe di centro in
uno di questi due punti;




lollettine CABRIRR SA M

« costruire la perpendicolare da B alla retta AB;
« costruire le intersezioni tra circonferenze e retta appe-
na create.

Il punto K & uno di questi due punti. Infatti il triangolo
che ha per ipotenusa il diametro LM e vertice K & re
tangolo e quindi I'altezza BK soddisfa la relazione:
ﬁ(zzﬁ_%-m:(rA-rB)-(rA+rB):rA2-rBZ.

Tale costruzione consta di 18 oggetti. Ha perd I'incon
veniente che e possibile solo perrrs. Volendo farne
una macrocostruzione occorrera ad esempio indicare
per prima sempre la circonferenza piu grande.
Alternativamente, proprio per ovviare a tale inconve
niente, ci si puo basare su una costruzione come
seguente, anch’essa composta di soli 18 oggetti:

« costruire la perpendicolare da A alla retta AB;

« costruire le intersezioni tra questa retta e la circonfere-
za di centro A;

« costruire la circonferenza con diametro di estremi in
uno dei punti C appena ottenuti e in B;

« costruire I'asse radicale a della circonferenza data di
centro A e della circonferenza di diametro BC;

« costruire I'asse radicale a della circonferenza data di
centro B e della circonferenza di diametro BC;

« costruire il punto comune ai due assi radicali appena
ottenuti.

La potenza di questo punto ripetto a entrambe le circon-
ferenze date & uguale alla potenza rispetto alla circonfe-
renza di diametro BC. L'asse radicale delle due circon-
ferenze date & dunque la perpendicolare ad AB condotta
dal punto cosi ottenuto.

Esperienza con il
Cabri - Géometre
in una seconda media.

di Giuseppe Teodoro

Scuola Media Statale “Casavola” Modugno - Bari

L 0 spunto per utilizzare il “quaderno interattivo” &
nato dopo una verifica del tipo vero o falso. La

proposizione era: “Non si puo inscrivere una circonfe

renza in un trapezio rettangolo”

Invece della classica correzione alla lavagna ho propo-
sto un’attivita di ricerca. E dalle loro relazioni, assegna-
te come compito a casa ne ho cucita una collettiva.

Costruzione di un trapezio rettangolo con
una circonferenza inscritta (1)

Facendo uso di un programma di geometria al computer
(2), ci siamo proposti il problema di inscrivere una cir-
conferenza in un trapezio rettangolo (3). Abbiamo fatto
due prove (4).

La prima volta ci abbiamo provato disegnando prima il
trapezio con le caratteristiche necessarie per essere cir-
coscritto (5). Il primo caso non ci é riuscito e il procedi-
mento € stato questo (6):

Dopo presi i punti (7), abbiamo dato delle lettere (8).
Poi abbiamo congiunti i 4 punti con 4 segmenti sempre



dati dal computer. Dalla congiunzione ne & uscito u
trapezio rettangolo. Egli (cioé il professore) ha eviden
ziato con un colore blu i lati del trapezio e ha poi chie
sto al computer di misurare anche gli angoli. Dall
somma degli angoli, cioé 360°, abbiamo verificato ch
la teoria del libro ( cioé la somma degli angoli interni d
un trapezio rettangolo € di 360°) era esatta (9).

Perché possa essere inscritta una circonferenza,
somma dei lati opposti del trapezio deve essere co
gruente (1), cioé devono avere la stessa misura (1
Alcuni compagni hanno suggerito di trovare l'incentrd
cioé i punti medi dei lati (3). Abbiamo stabilito il centro
della circonferenza (5) ossia trovato i punti medi di AR

e CD e li abbiamo uniti con un segmento MN (11). Dj

guesto segmento successivamente abbiamo trovato
meta che dopo e diventata il centro del cerchio (12
Con il punto nato dalla meta di MN (8), mettendo i
compasso (13), abbiamo fatto una circonferenza inscr
ta nel trapezio (6). Ma il risultato non é stato quello ch
tutti si aspettavano. Infatti la circonferenza non tangey
bene sui lati e sporgeva addirittura fin fuori il perimetrg
del trapezio (4). Nonostante la somma dei lati oppos
dava segmenti congruenti.

A 5.& B
%0 110
£ g 5 63
N0 N~ 10
5 72 c

Quando abbiamo visto il disegno, abbiamo discuss
insieme sul perché era uscito cosi (14). Dopo abbian
pensato ad altri modi per trovare il centro della circon
ferenza e non riuscendoci, abbiamo deciso di disegnd
prima la circonferenza e poi il trapezio circoscritto a
essa (15). Devo dire che l'idea é stata apprezzata (1
Tracciata la retta che passa per il centro si € trovato
diametro (13). Per poterlo circoscrivere (2) il professor
ha tracciato un retta verticale tangente alla circonfere
za nel punto A. Ha tracciato anche una retta perpendic
lare alla prima ma sempre tangente alla circonferen
nel punto C. Lintersezione fra le rette nella parte alt
della circonferenza é stata denominata punto E. La st¢
sa cosa ha fatto con un’altra retta sempre perpendico
re alla prima ma tangente nel punto B, (cioé basso) a
circonferenza (10). Ottenendo cosi 3 lati del trapezio
finendo tracciando il quarto a mano (16) cioé si cerca
un lato obliquo e tangente), la cui misura permettey
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n che le somme dei lati opposti fossero congruenti (15). I
risultato, grazie anche alla facilita d’'uso del computer &
stato ottimo (16). La figura era giusta e poi I'ha stampa-
ta su un foglio e I'ha fatta passare per vedere come era

venuta ed era venuta proprio bene (21).

Considerazioni:

Lerrore di un alunno che ha suggerito di trovare I'in-
centro come intersezioni degli assi passanti per i punti
medi anziche le bisettrici (caso studiato tradizionalmen-
te per i punti notevoli dei triangoli € non piu per i qua-
drilateri) ha portato tutti fuori strada. Infatti i commenti
sul perche nel primo caso non riesce sono stati:

» Bisogna riassettarlo per rispettare la regola di con-
gruenza (17)

« Il procedimento era troppo complicato (16)

« Non ci siamo riusciti perché abbiamo sbagliato di mm (18)
» Abbiamo visto che la circonferenza era esterna al tra-
pezio (19)

» Pur mettendoci d’'impegno non ci eravamo riusciti a
farlo venire perfetto (20)

* Questo metodo si & dimostrato errato (22)

5/
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D
la- E i commenti sul secondo caso:
la « Grazie ad un amico che disse di fare prima il cerchio e
e poi il trapezio riusci perfettamente (20)
a e« Abbiamo riprovato a farlo con misure piu giuste (21)
a e+ Abbiamo adottato un nuovo metodo ed € uscito il tra-

7.2
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pezio (8). Ovviamente la figura 3 sara proposta alla
classe per ridiscutere la questione.

(1) Loiacono - (2) Ciminale - (3) Ardone - (4) Mileto -
(5) Clori Dario - (6) Asoli - (7) Bellanova - (8)

Scafizzari - (9) Dentico - (10) Miglionico Livio - (11)

Bottalico - (12) Catalano - (13) Zaccagnino - (14) Vacc
- (15) De Santis - (16) Mastandrea - (17) Clori Mirko

(18) Giordano - (19) Miglionico Antonella - (20)

Dambra - (21) Volpicella - (22) Sblamo.

Da Cabriole

Cabri nella scuola primaria
per una geometria animata

D

E’ Cabri un valido strumanto per la scuola primaria
Numerosi sono quelli, anche fra i cabriofili convinti,
che ne dubitano. Essi adducono spesso le difficolta |di
costruzione e la necessita di una troppo grande precisjio-
ne geometrica che non é certo adeguata alla scuola pri-
maria.

Se Cabri deve servire alla scuola primaria, questo n
avviene sicuramente né principalmente come strumer
di costruzione, ma come mezzo di dimostraziamod-
lettiva e di manipolazione individuale, attraverso figure
gia costruite (gia disponibili nel “cabri-commercio” o
soprattutto realizzate dall'insegnante) e che costituiscp-
no cosi degli “oggetti con cui apprendere”, vale a dire
dei supporti alla costruzione di immagini mentali ricche
e dinamicheé Per aprire una rubric&c¢uola pri-
maria’ in Cabriole diamo un esempio di attivita:

DN

Il quadrilatero misterioso

L'attivita consiste, attraverso la libera manipolazione d
una figura, nell’osservare e identificare le propriet
(costanti), 0 ancora attraverso la variazione libera nell’
dentificare degli invarianti.

All'inizio I'alunno vede un quadrato sullo schermo, ma
muovendo i vertici (piu o meno liberi) lo puo deforma
re: non € piu un quadrato........ , € un elemento “variab
le” di una famiglia......... , ma nel frattempo sussiste u
vincolo che si dovra scoprire: per esempio quello ch
dara la famiglia “trapezio”, o ancora la famiglia “cervo
volante®, etc......(secondo 'esercizio proposto e le scel-
te dell'ideatord.
La stessa attivita si pud condurre, in modo piu comparg-
tivo, fornendo sullo schermo vari disegni di “quadrati’
apparentemente identici, per ciascuno dei quali si dovra
identificare la “famiglia”(o figura)

<5

! Sarebbe piu opportuno parlare di “osservazione”

2 Omissis

% Si veda il Cabriole N°3 pag.5 oppure la traduzione in Da
Cabriole sul CABRIRRSAE N°3

4 Sui gradi di librta di un quadrilatero si veda il Cabriole N°3 pag.4

Enata Cm/»(fe

Nell’articolo del prof. Scimemi sul bollettino N°12 a
pag. 19, la figura relativa alla parabola tritangente é
incompleta: manca la terza retta tangente, quella che
passa per i punti di intersezione delle altre due rette
con la circonferenza.

Corii e semandnn

Nei giorni 23, 24, 25 ottobre 1997 si svolgera a Vicenza
il XIX Convegno Nazionale UMI-CIIM, che vertera sul
tema: “Apprendere la Matematica: errori, difficolta,
conquiste”.Sede del Convegno I'Auditorium Canneti,
Via Leva degli Angeli 11, Vicenza. Per informazioni
rivolgersi a Vicenza Information Promotion, tel.
0444/964380, fax 0444/994779.

Nei giorni 7, 8, 9 novembre 1997 a Castel San Pietro
Terme si terra il Convegno Nazionale “Incontri con la
Matematica” n°11. Per informazioni rivolgersi a Ufficio
Scuola del Comune di Castel San Pietro Terme (orari
d'ufficio), tel. 051/6954111, fax 051/6954141.
Segnaliamo una interessante iniziativa che sta per parti-
re nella provincia di Bologna e che potrebbe essere
replicata in altre province italiane: alcuni Istituti
Secondari, con il supporto tecnico scientifico
dellIRRSAE regionale, si sono consorziati ed hanno
ottenuto dal Provveditorato agli Studi i fondi per orga-
nizzare un corso di aggiornamento disciplinare sull’'uso
di software nella didattica della Matematica nella
Scuola Secondaria Superiore. Docenti del corso saranno
sia professori universitari che colleghi con esperienza
significativa in questo campo.

Sedici delle trentadue ore di aggiornamento saranno
impiegate dai corsisti in laboratorio, nell'uso diretto dei
software e delle macchine, con I'assistenza di tutor e
tecnici.

| software trattati saranno: Cabri-géomeétre, Derive,
Excel; sara distribuita documentazione cartacea ai cor-
sisti. Gli 80 posti disponibili sono gia stati coperti a
dimostrazione del fatto che e sentita I'esigenza di corsi
di aggiornamento disciplinare, anche molto mirati.

Il 4 dicembre 1997, presso I'hotel Carlton di Bologna,
si terra il Convegno Regionale “500.000 dati........ Verso
la multimedialit”
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Un problema sul triangolo

di Franca Noe
IRRSAE-ER

Durante le vacanze ho avuto occasione di illustrare
caratteristiche di Cabri-géomeétre ad un amico ingegne
che, come hobby, taglia e colora vetri per creare comp
sizioni artistiche.

Questi allora mi ha presentato un problema che mi
sembrato interessante da proporre come attivita di lah
ratorio.

In un qualsiasi triangolo esiste su ciascun lato un pun

tale che il segmento che lo congiunge col vertice oppp-

sto divide il triangolo considerato in due triangoli isope
rimetrici. Come costruire tali punti?
Verificare che, modificando a piacere il triangolo, s

presentano delle proprieta invarianti che riguardano si

i segmenti in cui i punti richiesti dividono i lati, sia i

segmenti che congiungono tali punti con il vertice

opposto.

¢ JAXM{OW

Pensiamo di fare cosa gradita ai lettori di CABRIRR
SAE nel riportare un riassunto sui primi servizi in ret
per I'area scientifica che I''RRSAE-ER sta approntand
per i docenti di matematica.

1) Sito Web del progetto Cabri-géométre IRRSAE-ER
Dal febbraio 1996 il progetto dispone di un sito Interne
raggiungibile al seguente indirizzo:
http://arciO1.bo.cnr.it/cabri/cabri/

Le pagine, consultabili con il software comunement
utilizzato per la “navigazione” in Internet (ad esempic
Microsoft Internet Explore e Netscape Navigator), con
tengono informazioni sul progetto e sui materiali d
documentazione prodotti (Bollettino CABRIRRSAE,
Quaderni di CABRIRRSAE e video VHS).
Complessivamente le informazioni sono poco struttur
te in quanto €& in corso la revisione dei materiali (trasfe
rimento in rete dei bollettini).

2) Sito Web del convegno “Geometria: tradizione e rin
novamento”

All'indirizzo http://arciOl.bo.cnr.it/geom/ sono raccolti
materiali relativi al Convegno Nazionale di studig
“Geometria: tradizione e rinnovamento” tenutosi &
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Bologna nell’Area della ricerca del CNR il 14 aprile
1997.

Sono consultabili in rete: il programma del Convegno,
la sintesi di alcune relazioni, I'elenco dei partecipanti.
Poiché una delle relazioni riguardava i siti www di
maggiore interesse per la matematica, da queste pagine
si puo accedere ad un altro sito
(http://eulero.ing.unibo.it/-barozzi/www_did.html) dove

e situato un elenco abbastanza completo, continuamente
aggiornato e brevemente commentato dei siti www di
interesse matematico. Quest'ultimo sito é situato presso
il server del CIRAM (Centro Interdipartimentale di
Ricerca per le Applicazioni della Matematica)
dell’'Universita di Bologna.

3) Lista di discussione Cabrinews

Dal marzo 1997 I'lRRSAE-ER gestisce una lista posta-
le di discussione (mailing list) fra gli utilizzatori del
software Cabri-géomeétre.

Il servizio permette a piu persone di scambiarsi infor-
mazioni e prelevare materiali utilizzando esclusivamen-
te programmi di posta elettronica.

Oltre a favorire la discussione tra colleghi che speri-
mentano il software Cabrigéometre, la lista ha lo scopo
di: informare su attivita didattiche e culturali inerenti
'insegnamento della geometria; favorire scambi di opi-
nioni sui programmi di geometria dei vari ordini di
scuola, diffondere informazioni prelevate da altre liste
di interesse matematico.

Per iscriversi alla lista bisogna inviare un messaggio al
programma che gestisce l'indirizzamento dei messaggi
(listserv@arciOl1.bo.cnr.it) inserendo nel messaggio |l
comando: subscribecabrinews.

I mail al gruppo di discussione vanno indirizzati a:
cabrinews@arciOl.bo.cnr.it

Attualmente (settembre ‘97) sono circa un’ottantina gli
iscritti alla lista di discussione, distribuiti fra professori
di scuola media e superiore, docenti universitari e ricer-
catori.

4) Sito Web di FLATlandia

FLATIandia & un’attivita del'IRRSAE-ER rivolta
soprattutto ai ragazzi di scuola media e del biennio
delle Superiori. Ogni mese, a partire da ottobre ‘97,
viene chiesto agli alunni di risolvere un problema di
geometria. Testo e soluzioni sono inviati usando esclu-
sivamente collegamenti telematici.

Si puo partecipare al progetto iscrivendosi alla lista di
discussione cabrinews@arci 01.bo.cnr.it, oppure coen-
sultando in rete gli archivi del progetto all'indirizzo:
http://arciO1.bo.cnr.it/cabri/flatlandia/

Le risoluzioni degli alunni debbono giungere, entro |l
terzo lunedi del mese al seguente indirizzo di posta elet-
tronica: flat@arciO1.bo.cnr.it

Prendendo in prestito il titolo del libro Edwin A.Abbot,
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I'attivita € stata chiamata FLATlandia, per sottolinear
le caratteristiche di creativita ed immaginazione propr
della matematica.

Chiunque abbia problemi di tipo tecnico per collegarsi
ai servizi sopra elencati, puo rivolgersi a: Valerig
Mezzogori, Istituto Comprensivo 2, via della Beverara

188, Bologna. Tel: 051/6343700 - Fax: 051/6342468
e-mail: valerio@arciOl.bo.cnr.it

(5 ﬁmwwww

Termina la pubblicazione degli interventi relativi al
software Cabri-géomeétre nel Convegno Nazionale

“Geometria, tradizione e rinnovamento”. Gome fare

troviamo, per la scuola media superiore, ancora la pre-

sentazione di due esperienze realizzate da gruppi

lavoro che hanno operato coordinati dalllIRRSAE-ER}

gueste esperienze sono state realizzate nel biennio
hanno come argomento le isometrie e in particolare

simmetrie; segue un lavoro sulla ricerca dell’asse radi

cale di due circonferenze destinato al triennio.

Per la scuola media inferiore abbiamo invece un insoli
resoconto di una esperienza in classe.

Nella sezioneProposte di lavoroviene suggerita una

attivita sul triangolo che si presta a diversi livelli di

approfondimento e nella sezioba Cabrioleun esem-
pio di attivita adatta alla scuola elementare.

Lla v

In copertina appare I'immagine costruita al compute

col software Mathematica di Wolfram, rappresenta u

iperboloide con all'interno un poliedro stellato. Tale

immagine & stata usata per il manifesto del Conveg
Nazionale “GEOMETRIA, tradizione e rinnovamento”
|
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ABRIRRSAEpubblica contributi relativi all’uti-
lizzo del pacchetto Cabri-géometre, con partico-
lare attenzione alla valenza didattica e all'inserimento
nel curricolo scolastico.
Ogni articolo (non piu di 4 cartelle) deve pervenire, su
supporto magnetico e cartaceo, ad uno degli indirizzi
indicati in copertina, rispettando le seguenti modalita:

* SUPPORTO CARTACEO

- testo e figure devono essere impaginate secondo le
intenzioni dell’autore;

- indicate per ogni figura il nome con cui é registrata sul
supporto magnetico;

- per i “luoghi geometrict inviate la stampata con I'in-
dicazione del punto d’inserimento.

* SUPPORTO MAGNETICO

- il file di testoin formato Word(estensione .DOC) non
deve contenere le figure che invece devono essere collo-
cate in un file a parte in formato Cabri (estensione .FIG)
e in formato Hewlett Packard Graphics Language
(estensione . HGL). Per ottenere le figure in questo for-
mato si rimanda al capitolo 8.5 Stampa su File (pag. 70)
del manuale di Cabri Géométre;

- anche se Cabri Géométre permette di tracciare oggetti a
colori, non utilizzate questa opzione nei file che allegate;

- altri materiali (immagini, tabelle, grafici, ecc.) devono
pervenire in formato originale, con indicazione dell’ap-
plicativo che le ha generate.

Il materiale inviato non sara restituito.

Siamo ugualmente interessati a ricevere materiali piu
articolati sull'utilizzo di Cabri; tali materiali possono
essere diffusi mediante la collana “Quaderni di
CABRIRRSAE. [
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